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Uvod

Neka je m prirodan broj. Diofantova m-torka je skup medusobno razli¢itih prirodnih brojeva
{ay,a9,...,an} za koji vrijedi da je umnozak bilo koja dva broja uveéan za 1 jednak punom
kvadratu nekog prirodnog broja, odnosno

2
aja; +1=ng,

ni; € N,
za sve 1 < i < j < m, ili krac¢e simbolicki pisano
aja; +1 =01 # 7.

Opisani skup nosi naziv prema starogrckom matematic¢aru Diofantu iz Aleksandrije (3. st.) koji
je uspio pronadi Cetiri pozitivna racionalna broja sa svojstvom da umnozak bilo koja dva medu
njima uvecan za 1 daje potpuni kvadrat u Q:

(1 8317 105,
16”16”47 16 °

L33 (1T 2 7 (0 2 105 (19 2
6 16 \16/) '16 4 ~ \8/) 16 16 ~  \16/) ’

BT (B) B, (G0, ()

6 4 \8) 16 16 ~ \16) 4 16 =~ \8)
U 17. stolje¢u francuski matematicar (i pravnik) Pierre de Fermat pronalazi prvu Diofantovu
cetvorku

Zaista,

{1,3,8,120}.

Ponovo vrijedi:
1-3+1=221-841=3%1-12041=11%3-8+1=5%,3-1204+1=19%,8-120+1 = 31°.

Ova Cetvorka se ponekad naziva Fermatova éetvorka.
Euler (18. st.) konstruira beskona¢nu familiju Diofantovih ¢etvorki:

{a,b,a +b+2r,4r(r+a)(r +b)},

gdje je ab + 1 = r2. Dakle, postoji beskonaéno mnogo Diofantovih ¢etvorki. Dugo godina se
slutilo da ne postoji Diofantova petorka (u cijelim brojevima). Jedan od prvih koraka prema
dokazu te slutnje bio je rezultat Bakera i Davenporta iz 1969., [4], koji kaze da se Diofantova
trojka {1, 3,8} jedinstveno prosiruje do Diofantove (Fermatove) ¢etvorke {1,3,8,120}. U do-
kazu se koristila Bakerova teorija o linearnim formama u logaritmima algebarskih brojeva i
metoda redukcije koja se zasniva na veriznim razlomcima. Nakon toga slutnja o nepostojanju
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Diofantove petorke provjerena je na mnogim familijama Diofantovih trojki i parova. Na pri-
mjer, Diofantova trojka {k — 1,k 4+ 1,4k} do Cetvorke se jedinstveno nadopunjuje elementom
16k® — 4k ([15]]); Diofantov par {k — 1,k + 1} ne moze se nadopuniti do Diofantove petorke
([42]). Dujella godine 2004. u [25] dokazuje da postoji konaéno mnogo Diofantovih petorki,
pri ¢emu postavlja efektivnu gornju ogradu na veli¢inu elemenata (< 101026). Nakon §to se
ograda u viSe navrata znacajno smanjivala (Fujita, Filipin, Elsholtz, Cipu, Trudgian), no ipak
ne dovoljno da bi se tvrdnja efektivno provjerila na rac¢unalu, 2019. godine objavljen je rad
autora He, Togbé i Ziegler u kojem je dokazana slutnja o nepostojanju Diofantove petorke,
odnosno vrijedi:

Teorem. ([47]) Ne postoji Diofantova petorka.

Ova tema jo$ ipak nije potpuno zatvorena. Naime, postavljena je tzv. jaca slutnja o ne-
postojanju Diofantove petorke koja kaze:

Slutnja. Ako je {a,b,c,d} Diofantova ¢etvorka i d > max{a,b,c}, tada je
d=a+ b+ c+ 2abc+ 2rst,
pri cemu je ab+1 =12, ac+ 1= 5%, bc+ 1 =t

Obi¢no se oznacava dy = a + b+ ¢ + 2abe + 2rst, a Diofantova ¢etvorka {a, b, ¢, d} za koju
jea <b<cid=dy naziva se reqularnom.

Problem nadopunjavanja Diofantove trojke {a,b,c} do ¢etvorke {a,b,c,d} ekvivalentan je
odredivanju cjelobrojne trojke (x,y, z) za koju vrijedi

ad+1=2% bd+1=1% cd+1=2%
Eliminacijom broja d prethodne jednadzbe svode se na sustav diofantskih jednadzbi:

ay? —bx® = a —b, (1)

az? —cx’ =a—c (2)

Buduéi da svaku od prethodnih jednadzbi jednostavno mozemo svesti na pelovsku jednadzbu
(npr. (ay)? — abx? = a(a — b)), jedan od nasih prvih zadataka bit ée prouciti rjesivost i opisati
skup rjesenja Pellove, odnosno pelovske jednadzbe (poglavlje .

Sustave jednadzbi pelovskog tipa , , koje ¢emo joS nazivati sustavima simultanih
pelovskih jednadzbi, rjeSavamo pomoc¢u ,alata” koji predstavljamo u poglavljima [B]i[d U
poglavlju |3| navedeni su rezultati iz podrucja diofanskih aproksimacija, podrucja koje se bavi
aproksimacijom iracionalnih brojeva racionalnim. Od posebne vaznosti su nam rezultati koji
govore o tome koliko se dobro vise iracionalnih (preciznije algebarskih) brojeva moze aproksi-
mirati racionalnim brojevima s istim nazivnikom (npr. Bennettov teorem , tj. rezultati
iz podrucja tzv. simultanih aproksimacija. Nadalje, sustavi tipa , mogu se rjeSavati
i primjenom rezultata iz teorije linearnih formi w logaritmima algebarskih brojeva, odnosno
rezultatima vezanih uz izraze oblika

A=blogas + - bylogan,
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gdje su by,...,b, € Q, a ay,...,a, algebarski brojevi. Konkretno, sustav , moze se
rjeSavati primjenom Bakerovog teorema koji linearnu formu |A| ocjenjuje odozdo (u ovis-
nosti o koeficijentima b;, te stupnjevima i visinama algebarskih brojeva «;). U poglavlju
istaknuto je nekoliko teorema koji poboljsavaju originalni Bakerov rezultat (Baker-Wiistholzov
teorem te teoremi Matveeva i . Na kraju, neizostavni dio postupka rjesavanja
simultanih pelovskih jednadzbi je smanjivanje ograde na rjeSenja koju dobivamo iz Bakerovih
teorema. Opisali smo i primjenjivali tzv. Baker-Davenportovu redukciju (lema koja
koristi razvoj u verizni razlomak.

U poglavlju 5] konkretno se primjenjuju rezultati iz prethodnih poglavlja na problem prosire-
nja Diofantove trojke do Diofantove ¢etvorke. Najprije se bavimo prosirenjem ,najpoznatije”
trojke {1, 3, 8}, zatim proSirenjem familije {k — 1,k + 1,4k}, k € N, k > 2, a na kraju i sasvim
opéenito prosirenjem trojke {a, b, c}. Tek nakon svega toga mozemo dobiti, barem djelomican,
uvid u to sto ,stoji” iza teorema ,,0 nepostojanju Diofantove petorke”.

U posljednja dva poglavlja [6] i [7] bavimo se nekim od brojnih poopéenja pojma Diofantove
m-torke. Za pocetak mozemo promatrati Diofantove m-torke u nekim drugim ,,ambijentalnim
prostorima”, npr. u polju racionalnih brojeva ili u prstenu Gaussovih cijelih brojeva. Zanim-
ljivo je pitati se koliko veliki Diofantovi skupovi mogu biti u tim drugim ,prostorima”. Na
primjer, za sada je pokazano da postoji beskona¢no mnogo racionalnih Diofantovih Sestorki, ali
nije pronadena nijedna racionalna Diofantova sedmorka. Njihova konstrukcija koristi vezu Di-
ofantovih m-torki s eliptickim krivuljama. U prstenu Gaussovih cijelih brojeva nije pronadena
nijedna petorka, no trenutna ograda na njihovu veli¢inu jos uvijek je puno puno veéa (m < 42).

Diofantove m-torke sa svojstvom D(n) ili krace D(n)-m-torke su m-¢lani skupovi {ay, ..., am},
a; # 0, za koje vrijedi

aa; +n=01<1<j<m,

a smisleno ih je proucavati u komutativnim prstenima s jedinicom. Uz te skupove veze se
zanimljiva slutnja da postoji D(n)-Cetvorka ako i samo ako se m moze prikazati kao razlika
kvadrata, u? — v2, do na konac¢an skup izuzetaka. Vrlo prou¢avan slucaj-izuzetak je n = —1 i
sluti se da D(—1)-Getvorka u Z ne postoji. U trenutku nastajanja ove skripte autori Bonciocat,
Cipu i Mignotte najavili su da je slutnja o nepostojanju D(—1)-cetvorke Z ipak pokazana.
Njihov jos nerecenzirani rad nalazi se na arXiv-u, [8].

Ovom skriptom obuhvatili smo samo jedan manji dio rezultata koji se vezu uz pojam Di-
ofantovih skupova. Jo§ puno toga zanimljivog i aktualnog moze se naci na stranici| Diophantine
m-tuples page| koju godinama brizljivo ureduje akademik Andrej Dujella, a koji je i sam dao
veliki doprinos ovom dijelu teorije brojeva te je svoje znanje i znanstveni interes prenio na
mnoge generacije studenata i mladih istrazivaca (a ¢ini to neumorno i dalje), na ¢emu mu se
iskreno zahvaljujemo.


https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/intro.html
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/intro.html

Poglavlje 1

Jednostavni verizni razlomci

1.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka je z € R. Najveée cijelo od x, u oznaci |z|, je najvedi cijeli broj koji nije veéi od x.
Razlika broja z i njegova najveceg cijela naziva se razlomljeni dio od x i zapisuje kao {x}.
Ocito je |z] € Z i {z} € [0,1) za svaki x € R. Udaljenost broja x do najblizeg cijelog broja
oznatava se s ||z. Lako se vidi da je ||z|| = min{{z},1 — {z}} € [0, 3.

Neka je o € R te
ap = |a].
Ako je a # ag, onda postoji a; takav da je

a=ay+ —.
aq

1
Zaista, a = —. Kako je a1 > 1, tada je
a—ay {a}

a1 = |a]
prirodan broj. Ako je a1 # a1, postoji as takav da je
1
a1 =a1+ —,
(63

odnosno

Opisani postupak moguce je ponavljati sve dok je a # «g. Pretpostavimo da je a, = a, za
neki n € N. Tada se postupak prekida i vrijedi

a=ag+ . (1.1)
ay +
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Kazemo da (|1.1)) predstavlja prikaz broja « u jednostavni konacni verizni razlomak. Krace ga
zapisujemo kao
a = [ag;ay,ag, ..., ap].

Brojevi ag € Z i a1, a9, ...,a, € N nazivaju se kvocijenti veriznog razlomka.
Uoc¢imo da je « racionalan broj ako je a,, = «a;, za neki n € Ny, odnosno ako vrijedi (1.1).
No, vrijedi i obrat. Ako je a € Q, tada postoji n € Ny takav da je a, = a,. U tom slucaju,

odnosno ako je a = — € Q, kvocijente ag, a1, ...,a, veriznog razlomka odredujemo pomocu
c

Euklidova algoritma primijenjenog na brojeve b i c:

b=cag+ry, 0<1y<ec,
c=roa;+1r1, 0<r <ro,

ro =mria2 + 12, 0 <1reo <7y,

Tpn—2 =Tp_10n + Ty, 0 <7y <TpH_1,

Tn—1 = T'nGn41-

173
Primjer 1. Broj —— razvit cemo u verizni razlomak koristeéi Euklidov algoritam.

119

173 54

173 =119 -1 4 — =14+ —
73 9-1+54 = 119 +119,
119 11

119 =54-2+11 — =24+ =
9=5 + = 5l +54,
54 10

4=11-4+1 — =4+ —
5 +10 = 11 +11,
11 1

11=10-1+1 — =1+ —
AR T AT

10

173
D — = 1:2.4.1.10].
akle, 119 [1;2,4,1,10]

Napomena 1.1.1. Racionalan broj o koji nije cijelt ima tocno dva razvoja u jednostavni
verizni razlomak ako je a, > 2: [ap,a1,...,a,] i [ag,a1,...,an—1,an — 1,1]. Cijeli broj « isto
ima toéno dva razvoja u jednostavni veriini razlomak: [a] i [a — 1,1].

S druge strane, pokazuje se da se postupak razvoja u verizni razlomak moze provoditi
beskonacno ako i samo ako je broj « iracionalan. U tom slu¢aju njegov razvoj zapisujemo kao

1
a=ap+ N = lag; a1, az,. .., ).
ay +
1
az +
) 1
. . + .
Qn
Neka su ag, ay, ..., ar kvocijenti razvoja u verizni razlomak broja «. Racionalni broj
P _ .
- = [aUaala"'aak‘]7
ak
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naziva se k-ta konvergenta veriznog razlomka broja «. Prvih nekoliko konvergenti jednako je
sljedeé¢im izrazima:
po_  p1_aar+1 py  aparag +ap + az

= aop, - T - PR

q0 q1 aq q2 ajag +1

Konvergente zadovoljavaju svojstva koja ¢emo navesti u sljede¢oj propoziciji.

Propozicija 1.1.2. Neka su P konvergente veriznog razlomka broja o. Vrigedi:
qn

(a)

Pn = QnPpn—1+ Pp—2, p—2 =0, p_1 =1,

Gn = AnQn-1+Qqn—2, ¢—2=1, g1 =0, n > 0;
(b)

dnPn—1 — PnGn—-1 = (_1)71’” > —1;

(C) ng(meH) =1, n=>-2;

(d) niz (22”) je rastuéi, a niz (ginii) padajuci;
n n
(e)

Pan < P2m+1’ m,n € Ny;
q2n q2m+1
(f)
lim 27 = a; (1.4)
n—oo qn
(9) :
‘a—pn < —, n € No. (1.5)
Qn qn

Dokazi gore navedenih svojstava konvergenti mogu se naéi od 8.13 — 8.22 u [32].

Istaknimo da relacije (1.2 i (L.3|) predstavljaju linearne rekurzije drugog reda za vrlo efi-
kasno ra¢unanje brojnika i nazivnika konvergenti, odnosno nizova (p,) i (qn).

Veé smo istaknuli da ¢e realan broj imati beskonacan razvoj u verizni razlomak ako i samo
ako je broj « iracionalan, no sada, s obzirom na konvergenciju niza (2—"), odnosno zbog (|1.4))
n
opravdano je pisati
1
a:ag—i——l:[ao;al,ag,...}. (1.6)

ay + ———
1
az + —

Kazemo da je (|1.6) razvoj broja a: u jednostavni beskonacni verizni razlomak.
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1.2 Aproksimacije iracionalnih brojeva veriznim razlomcima

Konvergente su jako dobre (racionalne) aproksimacije iracionalnog broja «, $to se veé moze
zakljuciti iz (1.5)), no i iz teorema koji slijede.

Pn—1 . Pn

Teorem 1.2.1. Neka su 1 — dwvije uzastopne konvergente od o. Tada barem jedna od
gn—1 dn
njih zadovoljava nejednakost
P 1
a—=| < .
ql = 2¢?
. . DPn Pn—1 . . . .
Dokaz. Brojevi aa — —, a — imaju suprotni predznak, pa je
qn Gn—1
_ _ 1 1 1
‘ _pn+‘a_pn1_pn_pn1_ PRIV
n dn—q I Gn-1|  @On—1  2q¢;  2q;_4
1 _ 1
Ako bi vrijedilo da je |a — Pn > 1la— Pn-1 > —5—, onda bismo dobili da je
4n n Qn—1 2q; 4
1 1 1

>
nGn—1 — 2¢2  2¢>_,

1
§to je ekvivalentno s nejednakoséu (g, — gn—1)? < 0, a to nije moguée. Dakle, |a — Pn < 202
dn dn
_ 1
ili |o — Pt —. O
In—1|  2¢,_4

Neku vrstu obrata ovog teorema pokazao je Legendre i ona ¢e se pokazati kljuénom za
odredivanje fundamentalnog rjeSenja Pellove jednadzbe.

Teorem 1.2.2 (Legendre). Neka su p i q cijeli brojevi takvi da je

Tada je P eka konvergenta od c.
q

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je o # }3, inac¢e je tvrdnja trivijalno zadovoljena. Tada

Y 1
mozemo pisati o — b_ 6—2, gdje je 0 < ¥ < 5 ie==41. Neka je P_ [bo, b1, ..., bp—_1] razvoj
q q q

n—1

od 2y jednostavni verizni razlomak gdje je n izabran tako da vrijedi (—1) = e. To uvijek

mozemo postiéi jer je [ag, ai, ..., am] = [ag,a1,...,am —1,1].
Sada se definira broj w kao
Pn—2 — Gdn—2
w=—"=
adn—1 — Pn—1
Otuda je
o = WPn—1 + Pn—2

WGn—1 + qn—2 ’
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pa je
o = [bo, bl, ey bn_l,w].
Zbog svojstava konvergenti i povoljno odabranog n moze se pokazati da je w > 1 §to znaci da
[bo, b1, . .., by—1] upravo predstavlja konvergentu b _ Pn-1 broja a, $to je i trebalo pokazati. [
q dn—1

Sljedeca tvrdnja poopcava teorem |1.2.2

Teorem 1.2.3 (Dujella, [26]). Neka je o realan broj, te ¢ pozitivan realan broj. Ako racionalan

broj P zadovoljava nejednakost
q

C
"o
q

tada je
P TPn £ Spp—1

q  Tqn L Sqn-1

za neke nenegativne cijele brojeve n,r, s takve da je rs < 2c i neki izbor predznaka.

1.3 Periodski verizni razlomci

Periodski verizni razlomak je beskonaéni verizni razlomak [ag, a1, ag, . ..] ako postoje cijeli bro-
jevi k >0, m > 1 za koje vrijedi
Qm4n = Qn
za sve n > k. Zapisujemo ga u obliku
[a07a17"')ak—laak7ak+la°"aak-i-m—l]u (17)

gdje @, agt1, - - -, Grrm—1 0znacava blok kvocijenata koji se ponavljaju unedogled. Ako je (|1.7))
razvoj u verizni razlomak broja «, onda se 5 = [ag, Gr11, .-, Gkrm—1) Naziva cisto periodski
dio od a. Duljina perioda veriznog razlomka ([1.7)) jednaka je m.

Teorem 1.3.1 (Euler, Lagrange). Razvoj u jednostavni verizni razlomak realnog broja o je
periodski ako i samo ako je a kvadratna iracionalnost (tj. algebarski broj stupnja 2).

Skica dokaza. Ako je verizni razlomak realnog broja « periodski, to jest

a = [by,b1,...,bp—1,G0, a1, .-, Gm_1)

pri ¢emu njegov Cisto periodski dio oznac¢imo s

5 = [a07 ag, ... 7am—1] - [a07a17 cee 7a’m—1718]7
onda je
8= BPm—-1 + Pm—2
BGm-1 + Gm—2

prema (|1.2) i (1.3), a to znaci da je  kvadratna iracionalnost pa je time i « kvadratna iraci-
onalnost.
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Obratno, neka je o kvadratna iracionalnost. Tada postoje d, sg, to € Z, to # 0, d # [ takvi

da je
So + \/g
to

ity | (d—s3). (Uotimo da je ovaj uvjet uvijek moguée postiéi; ako to 1 (d — s3), onda razlomak

prosirimo s to pa t3 | (dt3 — (soto)?)). Neka je ag = |a]. Za i > 0 ra¢unamo:

2
_ _d=si, | s+ Vd
Si41 = ity — 8y tiy1 = ————, QGiy1 = | ———— | -

tz ti+1

Pokazuje se da postoje j,k € N, j <k, t.d. je (sj,t;) = (sg, 1) te da je

o = [ao, ey A—1,G5, 0541, - - - ,akfl].
]

Razvoj specijalne kvadratne iracionalnosti v/d u verizni ralomak u vezi je s rjesenjem Pellove
jednadzbe te stoga u sljedeé¢em teoremu navodimo njegova svojstva. Za dokaz vidjeti Teorem
8.41 u [32].

Teorem 1.3.2. Verizni razlomak realnog broja v/d gdje d nije potpuni kvadrat oblika je

\/g = [ao,al,ag, e ,anl,an],

gdje je ag = L\/Zij, a ostalt kvocijenti se dobivaju pomocu rekurzije

d — s? Sit1+a
i+1 i+1 0 .
Siv1 = ait; — S, tipn = ———, i1 = |——— |, 1 =0,...,r—1, (1.8)
t; Liv1
uz pocetne uvjete so =0, tg = 1.
Kvocijenti a1, as,...,ar,—1 su centralno simetricni, to jest a1 = ar_1, a2 = Gr_2, ...

Napomena 1.3.3. Buduéi da ne znamo unaprijed duljinu perioda u razvoju broja \/d, algori-
tam @ provodimo sve dok se vrijednosti s1 i t1 ne ponove. Ako je duljina perioda jednaka r,
onda éemo dobiti da je (s1,t1) = (Sp41,tr+1), Sto ée nam biti znak da prestajemo s postupkom.
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Poglavlje 2

Pellova jednadzba. Pelovske
jednadzbe

2.1 Egzistencija rjeSenja Pellove jednadzbe

Definicija 2.1.1. Neka je d prirodni broj koji nije potpuni kvadrat. Diofantska jednadzba oblika
2 —dy? =1 (2.1)

zove se Pellova jednadzba.
Jednadzba oblika
z? — dy?> = N, (2.2)

gdje je N cijeli broj naziva se pelovska jednadzba.

Prirodno pitanje koje se namece jest imaju li jednadzbe i rjeSenja. Odgovor je
potvrdan za Pellovu jednadzbu. Stovise, ima beskona¢no mnogo rjesenja u skupu prirod-
nih brojeva za svaki prirodni broj d koji nije potpuni kvadrat. Za razliku od toga, pelovske
jednadzbe ne moraju imati rjeSenja. Sljedeé¢i problem koji se postavlja jest kojom metodom
odrediti rjesenja te kako opisati skup svih rjesenja.

Zanimljivo da jednadzba nosi ime engleskog matematicara 17. stolje¢a Johna Pella,
koji nije znacajno doprinio njezinu rjeSavanju. Zaslugu mu je pogresno pripisao Euler. No
jednadzba je pobudivala zanimanje matematicara i znatno ranije. Tako se jednadzba z2 —2y? =
1 pojavljuje kod starogrckih matematicara (6. st. pr. Kr.) u vezi s istrazivanjem prirode broja
V2. Nadalje, njome su se bavili i indijski matematicari iz 7. stolje¢a, Brahmagupta i Bhaskara,
koji su nasli rjesenje za neke specijalne vrijednosti broja d, konkretno d = 11,31,61,67. Ove
vrijednosti nipo$to nisu nasumi¢no odabrane nego su takve da je najmanje rjeSenje u skupu
prirodnih brojeva neo¢ekivano veliko. Tako je najmanje rjeSenje jednadzbe z? — 61y% = 1
jednako x = 1776319049, y = 22615390. Pet stoljeca kasnije Bhaskara II usavrSava metodu
za rjeSavanje pelovskih jednadzbi svojih prethodnika te tu metodu naziva caravala (ciklicki
postupak). Ono $to nije uspio dokazati jest je li metoda uéinkovita za svaki d. Prvi Europljani
koji su znacajnije sudjelovali u izucavanju bili su Fermat, Frenicle de Bessy, Brouncker i Wallis
sredinom 17. stoljeca, no najvece zasluge pripadaju Lagrangeu (18. st.) koji ¢e ponuditi sasvim
novi pristup baziran na veriznim razlomcima.

Teorem 2.1.2. Neka je d prirodan broj koji nije potpuni kvadrat. Postoji bar jedan par pri-
rodnih brojeva (x,y) koji zadovoljava Pellovu jednadzbu .

12
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Teorem je iskazao Fermat, ali bez dokaza. Dokaz se zasniva na sljedecoj posljedici
Dirichletovog teorema (vidi na primjer Teorem 6.1. u [32]) koji navodimo bez dokaza, ali slijedi
i direktno iz propozicije [L.1.2{g)).

Lema 2.1.3. Ako je « iracionalan broj, onda postoji beskonaéno mnogo relativno prostih cijelih
brojeva p i q, takvih da je

a Pl L 2.3
<2 (2.3)

p’1

Korolar 2.1.4. Neka je d prirodan broj koji nije potpuni kvadrat. Postoji beskonacno mnogo
parova prirodnih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju nejednakost

|22 — dy?| < 1+ 2Vd. (2.4)

Dokaz. Broj v/d je iracionalan, i prema lemi Mpostoji beskona¢no mnogo parova pozitivnih
cijelih brojeva (z,y), takvih da je

Nadalje, vrijedi

§+¢g’:'§_¢a+z\/&'<;+2\/&.

Stoga je
122 — dy?| = |(z — yVd)(z + yVd)| <1+ 2Vd.

Dakle, nejednakost ([2.4) ima beskona¢no mnogo cjelobrojnih rjesenja z i y. O

Dokaz teorema[2.1.3. Prema korolaru postoji cijeli broj k # 0 takav da je 22 — dy®> = k
za beskonaéno mnogo parova cijelih brojeva (x,y). Medu ovim parovima moraju postojati
najmanje dva para (z1,y1) 1 (x2,y2) za koja vrijedi

x1 = x2 (mod |k|), y1 = y2 (mod |k]). (2.5)

Sada imamo
(1 — yl\/g)(f@ + y2\/g) = 2122 — Y1y2d + (T1Yy2 — $2y1)\/g'

Iz (2.5) i 22 — dy? = 23 — dy3 = k dobivamo sljedeée kongruencije
T122 — Y1yod = x% - y%d =0 (mod |k|), z1y2 — x2y1 = 2151 — 2191 = 0 (mod |k]).

Prema tome,
122 — Y1y2d = ku, x1Yy2 — T2Yy1 = kU,

za neke cijele brojeve u i v. Stoga vrijedi
(21 — 1 Vd)(zg + yaVd) = k(u+vVd),
(71 + 1 Vd) (w2 — y2Vd) = k(u — vVd).

Mnozenjem ovih dviju jednadzbi dobivamo
(af — dy?) (25 — dy3) = k? = k*(u® — dv?).

Dakle, imamo da je u? — dv? = 1.
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Tvrdnja teorema bit ¢e dokazana ako ustanovimo da je v # 0. Pretpostavimo da je v = 0.
Tada je x1ys = x2y1, uv = 1, pa je

(z1 — yVd)k = (z1 — 1 Vd)(z2 + y2Vd) (22 — y2Vd) = £k(zs — y2Vd).

Nakon dijeljenja s k dobivamo z; — y1vVd = +(zo — yg\/g), §to implicira da je x1 = +x9 i
y1 = +yo. Buduéi da mozemo izabrati |z1| # |x2], slijedi da je v # 0. O

Ustanovili smo da Pellova jednadzba uvijek ima rjeSenje (u,v) u skupu prirodnih brojeva.
Uobicajeno je to rjesenje formalno oznaciti kao

u—i—v\/&,

to jest kao element kvadratnog polja Q(\/&) Uskoro ¢emo vidjeti da takav zapis ima i tehnickih
prednosti. Na ovaj je nacin lako uvesti i uredaj u skupu rjesenja. Rjesenje u + vv/d vece je od
rjesenja u’ + v'v/d ako vrijedi numericka nejednakost u + vv/d > u’ + v'v/d. S obzirom na to,
ima smisla izdvojiti i najmanje rjeSenje. Najmanje rjeSenje Pellove jednadzbe u skupu
prirodnih brojeva naziva se fundamentalno rjesenje i oznacava s x + y1v/d.

Primjer 2. Ako su u + vVd i u' + v'\/d rjesenja od , onda je i (u + vvd)(u' + v'V/d)
rjesenje od . Ako je a+bVd rjesenje pelovske jednadzbe x> —dy* = —1, onda je (a—l—b\/&)2
rjesenje Pellove jednadzbe .

Buduéi da smo uocili smislenost oznacavanja rjeSenja Pellove, odnosno pelovske jednadzbe
kao elementa kvadratnog polja, istaknut ¢emo neke osnovne pojmove i svojstva koja se vezu
uz kvadratna polja. Neka je d € Z i d nije potpuni kvadrat. Tada skup

Q(Vd) ={a+bVd : a,b € Q}

uz operacije standardnog zbrajanja i mnozenja ima algebarsku strukturu polja te ga nazivamo
kvadratno polje. Uotimo: ako za neki k € Z, k # 0, k2|d, tj. d = k2d’, tada je Q(v/d) = Q(/d'),
§to znac¢i da mozemo pretpostaviti da je d kvadratno slobodan. Svaki element kvadratnog
polja Q(\/Zi) moze se shvatiti kao nultocka jedinstvenoga normiranog kvadratnog polinoma
2?2+ Az + B =0, gdje su A, B € Q. Ako je element o € Q(v/d) nultocka kvadratnog polinoma
2?2+ Ax+ B = 0, gdje su A, B cijeli brojevi, onda se a naziva algebarski cijeli broj ili kra¢e samo
cijeli broj. Skup svih cijelih brojeva nekog kvadratnog polja ¢ini prsten, tzv. prsten cijelih
brojeva i oznacCava se s OQ( V) U ovisnosti o broju d znamo precizno opisati sve elemente
prstena cijelih brojeva. Naime, vrijedi

ZIVd ={a+bVd : a,beZ}, d=2ili3 (mod 4),

OQ(\/E) — Z[Hz‘/a] ={a+ b# ca,b e},
:{%\/a cu,v €Z,u=v (mod2)}, d=1 (mod 4).

Skup invertibilnih elemenata u OQ( V) ¢ini multiplikativnu grupu koju nazivamo grupom jedi-
nica.
Norma elementa o = a + bv/d definira se kao

N(a) = aa = (a + bVd)(a — bVd) = a® — db>.

Istaknimo neka svojstva norme:
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o N(af) = N(a)N(B), za sve o, f € Q(Vd),

e N(a) =0 ako i samo ako je a =0,

e @€ Oy = N(a) € Z,

o o € Oy Je jedinica ako i samo ako N(a) € {-1,1}.

Zbog posljednjeg svojstva vidimo da su jedinice iz prstena (’)Q( vay u vezi s Pellovom te s nekim

pelovskim jednadzbama. Precizno, uz pretpostavku d = 21ili 3 (mod 4), a = a+bv/d je jedinica
ako i samo ako je a + bv/d rjesenje jedne od jednadibi > — dy? = £1. Uz d = 1 (mod 4),
a = a+ bV/d je jedinica ako i samo ako je a + bv/d rjesenje jedne od jednadzbi z2 — dy? = +4.

2.2 Struktura skupa rjesenja Pellove jednadzbe

Teorem 2.2.1. Neka je x1 + y1vV/d fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe . Tada su
sva rjesenja u skupu prirodnih brojeva dana formulom

Tn + Yo Vd = (21 + y1Vd)™ (2.6)
Konkretno, vrijedi
[n/2]

n _
Ty = Z <2k>:ﬂf 2ky%kalk,

k=0
[n/2] n

o= Y <2k . 1) 2k 2k g
k=0

Dokaz. Lako se provjeri da je x, + yn/d rjeSenje. Zaista, mnozenjem izraza x, + ypvVd =
(1 + yl\/;l)" iz, —yVd = (x1 — ylx/g)" dobivamo

2?2 — dy? = (1 + 1 V)" (z1 — 1 Vd)" = (23 — dy})" = 1.

Sada je potrebno dokazati da nema drugih rjesenja. Pretpostavimo da je u + vv/d rjeenje,
u,v € N koje nije dobiveno formulom (2.6). Tada postoji n € N za koji je

(x1 + yn@)" <u+ovVd< (x1 + y1\/g)"+1.

Otuda je
1< (u+ v\/g)(xl + y1\/g)*” <z + 1V,

odnosno jer je (z1 +y1vVd)~! = 21 —y1Vd
1< (u+vVd)(z) — i Vd)" < 1 +yVd.

Lako se provijeri da je

a+bVd = (u+vVd)(z, —y1Vd)"

rjeSenje jednadzbe. Ako ustanovimo da su a i b prirodni brojevi, onda smo dobili kontradikciju
s ¢éinjenicom da je 1 + y1v/d fundamentalno rjeenje. Zaista, vrijedi

2a:a+b\/g—|—(a—b\/g):a+b\/8+(a+b\/g)—1>0’
te

2Vd = a+bVd— (a —bVd) = a+bVd— (a+bVd) "' >0,
jerjea+bvVd>1i0< (a—bVd) = (a+b/d)"! <1. O
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Oznacimo sa S skup svih rjesenja (z,y) Pellove jednadzbe takvih da je x prirodan, a y
cjelobrojan, to jest
S={x+yVd: 2> —dy* =1, (z,y) e Nx Z}.

Uo¢imo da rjesenja Pellove jednadzbe leze na hiperboli 22 — dy? = 1, a tocke skupa S leze na
desnoj grani te hiperbole. Pokazat ¢emo da skup S ima algebarsku strukturu grupe.

Teorem 2.2.2. Skup S je multiplikativna ciklicka grupa.

Dokaz. Najprije provjerimo da je skup S zatvoren na mnozenje. Neka su z + yv/d i 2’ + y'V/d
iz S. Tada je
(z 4+ yVd) (@' +y'Vd) = z2’ +yy'd + (xy + 2'y)Vd.

Vrijedi da je
(l‘l‘/ + yyld)2 o d(ﬂjy/ + l‘,y)2 — .’E2($/2 o dy/2) o dy2(33/2 o dy/Q) _ 332 o dy2 — 17

pa (z + yVd)(z' 4+ y/Vd) zadovoljava Pellovu jednadzbu. S druge strane, zz’ + yy'd € N jer
je 2 = 1+ dy? > dy?, odnosno = > Vd|y| pa je i zz’ > d|yy/|. Stoga zakljucujemo da je
(x +yVd) (2’ +y'Vd) € 5.

Multiplikativna jedinica 1 je element iz S jer je (1,0) trivijalno rjesenje. Multiplikativni
inverz od = 4+ yV/d je  — yV/d, a to je element skupa S. Prema teoremu jasno je da je
fundamentalno rjesenje 1 + y1v/d generator grupe S. O

2.3 Rekurzivne formule za rjeSenja Pellove jednadzbe

Teorem 2.3.1. Rjesenja Pellove jednadzbe u skupu prirodnih brojeva (z,,yn) zadovolja-
vaju rekurzivne relacije
Tn = T1Tp-1+dY1Yn—1, (2 7)
Yn = YTp-1+T1Yn-1, N> 1, '

pri ¢emu je (z1,y1) fundamentalno, a (zo,yo) = (1,0) trivijalno rjesenje jednadzbe (2.1)).
Nadalje, uz iste pocetne uvjete vrijede i relacije

= e 29
Dokaz. Rekurzije u direktno slijede prema , to jest iz
(HTn—l + yn_pﬂ)(aﬁ + Zﬂ\/a) =Ty, + yn\/g.
Nadalje, jer je £1 — y1v/d = (z1 + y1v/d)~! imamo
(Tn-1 + Yn-1Vd)(z1 — y1Vd) = T2 + yp_2Vd.

Raspisivanjem gornjih jednakosti

T1Tn1 + Y1701 Vd + 21y 1V + Y1yn_1d = zp +yaVd,

211 — YTV + T1Yn1Vd — Y1yn1d = Tp_z +yo—2Vd
i njihovim zbrajanjem slijedi ({2.8]). O
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Rekurzije u (2.7)) matri¢no se mogu prikazati na sljedeéi nacin

o) =G G =G ) ) 29

Yn y1 Yn—1 Y1 1 0/ :

Sli¢no, vrijedi i

<$n dyn> _ <SC1 dyl) <$n—1 dyn—l) _ (961 dy1>n (1 0> _ (931 d?/1>n (2.10)
Yn Tn yi 21 ) \YUn-1 Tn-1 y1 11 01 yi w1 ) ’

Ovaj matri¢ni zapis rekurzija omogucéava nam da izvedemo zgodne identitete koji zadovo-

ljavaju rjesenja Pellove jednadzbe.

Korolar 2.3.2. Neka je (xy,,yn) niz rjesenja Pellove jednadzbe . Vrijede sljedeci identitets
zbroja, odnosno razlike:

Tmtn = TmTn T dYmYn,
Ymtn = TnYm £ TmlYn, M > N.

Dokaz. 1z (2.10)) dobivamo

+
<$m+n dym-i-n) _ <1’1 d@/1>m " _ <xm dym> <xn dyn>
Ym+n  Tm+n y1 T Ym Tm Yn Tnp ’

Sto nam daje identitete zbroja. Da bismo dobili identitete razlike, uo¢imo da je

-1
(xl dy1> _ 1 <x1 —dy1) _ (:vl —dy1>
Yy x1 2} —dy} \-n1 m -5 r )]

i stoga je

<xm—n dym—n> _ <JJ1 dy1>mn _ <5Um dym> (xn _dyn>
Ym—n Tm—n y1 T Ym Tm —Yn In

Direktno iz korolara za m = n dobivamo jos jedan zanimljiv identitet.

Korolar 2.3.3. Neka je (zp,yn) niz rjeSenja Pellove jednadzbe . Vrijedi sljedeci identitet
dvostrukog kuta:

Top = 235% -1,
Yon, 22pYn, n > 0.

2.4 Veza rjesenja Pellove jednadzbe s veriznim razlomcima

Do sada smo ustanovili da je Pellova jednadzba uvijek rjesiva, te opisali njezin skup rjeSenja.
1z svega do sada iznesenog vidi se da je najbitnije pronaé¢i najmanje rjeSenje u skupu prirodnih
brojeva — fundamentalno rjeSenje. Jedna od metoda pomocu koje ¢emo se sigurno domodi
fundamentalnog rjesenja jest ta da ispitujemo redom je li broj 1 + dy? potpuni kvadrat za
y =1,2,.... No primjer Pellove jednadzbe za d = 61 pokazuje da ta metoda nije uc¢inkovita.
Metoda koja se pokazuje djelotvornom lezi u razvoju broja v/d u jednostavni veriini razlomak
koji smo opisali u odjeljku [L.3]
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Teorem 2.4.1. Neka je (u,v) € N2 rjesenje Pellove jednadzbe 2% — dy? = 1. Onda je Y peka
v

konvergenta razvoja v'd u veriini razlomak.

Dokaz. Faktorizacijom Pellove jednadzbe imamo

(u—vVd)(u+vVd) = 1. (2.11)

Iz toga mozemo zakljuciti da je u — vv/d pozitivan broj i da je 4 > V/d. Jednakost (2.11
v

1
mozemo zapisati kao u — vv/d = ————. Na taj nac¢in imamo
u+vVd
U 1 1 1 1
~Z —Vd= = < <5
v v(u+ovd) g2 <E + ﬂ) 2Vdv? 202
v

1
L \/g’ < —. Sada po Teoremu [1.2.2] slijedi da je 4
v 202 v

konvergenta razvoja v/d u verizni razlomak. O

Kako je “_ Vd pozitivan, vrijedi
v

Napomena 2.4.2. Uz male modifikacije moZe se pokazati da tvrdnja teorema (2.4.1| vrijedi
za sve jednadzbe oblika x> — dy*> = N gdje je |N| < V/d.

Sva rjesenja Pellove jednadzbe u prirodnim brojevima nalaze se medu konvergentama u
razvoju od v/d. Stovige, ta se veza moze i sasvim precizno opisati.

Teorem 2.4.3. Neka je r duljina perioda u razvoju od /d te neka su (pn/qn) konvergente od

V.

Ako je r paran, onda jednadzba x> —dy? = —1 nema rjesenja, a sva rjeienja od x* —dy® = 1
su dana 8 (Ppr—1,Gnr—1) 2an € N.
Ako je r meparan, onda su sva rjesenja jednadzbe x* — dy* = —1 dana s (Ppr—1, Gnr—1) 2a

n € N neparan, dok su sva rjesenja jednadzbe x> — dy?> = 1 dana s (Pnr—1,Gnr—1) 2a 1 € N
paran.

Napomena 2.4.4. Ako je r paran, onda je fundamentalno rjesenje od x*> — dy?> = 1 dano
s (pr—1,qr—1). Ako je r meparan, onda je fundamentalno rjesenje od x*> — dy* = —1 dano s
(pr—1,qr—1), a fundamentalno rjeienje od x*> — dy?> = 1 s (par_1,q2r—1), odnosno s (p,_1 +
QT—I\/g)2-

Iz prethodne napomene sada nam je jasno kako se dogodilo da je fundamentalno rjesenje
nekih Pellovih jednadzbi za relativno mali d jako veliko. Sjetimo se jednadzbe koju smo spo-
minjali na samom poé¢etku 22 — 6132 = 1. Razlog tomu lezi u velikom periodu:

V61 =[7,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1, 14]

pa je
(z0,90) = (p21,q21) = (1766319049, 226 153 980).
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2.5 Pelovske jednadzbe

U prethodnim odjeljcima pokazali smo da je Pellova jednadzba uvijek rjesiva te detaljno
opisali skup svih njenih rjeSenja u skupu prirodnih brojeva. Za razliku od toga, pelovska
jednadzba z? — dy? = N ne mora biti rjesiva za svaki d i N. Medutim, ako je a + bv/d rjeSenje
pelovske jednadzbe , a u + vV/d rjesenje Pellove jednadzbe , onda je

(a + bVd)(u+vVd) = (ua + vb) + (av + ub)Vd

rjeSenje jednadzbe . To znaci da ¢e svaka pelovska jednadzba, ako je rjeSiva, imati be-
skonacno mnogo rjesenja.

Za dva rjesenja a + bV/d, o’ + b'V/d pelovske jednadzbe kazemo da su asocirana ako
vrijedi

(a4 bVd)(u+ vVd) = d’ + V4,

za neko rjesenje u+vv/d Pellove jednadzbe . Lako se moze uociti da je biti asociran relacija
ekvivalencije na skupu svih rjesenja jednadzbe . Zbog toga se skup svih rjesenja pelovske
jednadzbe raspada na klase. Za klasu kazemo da je dvoznacéna ako je klasa

K ={z;+yVd :icN}
jednaka tzv. konjugiranoj klasi

K ={z; —y;Vd : i e N}.

Pripadnost rjesenja istoj klasi moze se karakterizirati sljede¢im jednostavnim uvjetima:

Propozicija 2.5.1. Rjesenja a + bVd i a' + ¥ \/d pelovske jednadzbe x> — dy*> = N asocirana
su ako i samo ako
ad' =b'd (mod N), ab' =d'b (mod N).

U klasi rjesenja K posebno éemo istaknuti rjesenje z*4+y*v/d, takvo da y* poprima najmanju
nenegativnu vrijednost medu elementima u K. Ako je klasa dvozna¢na (K = K), onda pripadni
x* nije jednozna¢no odreden, pa tada uzimamo onaj za koji je x* > 0. To istaknuto rjesenje
z* 4+ y*V/d naziva se fundamentalno rjesenje.

Iz sljedeceg teorema zakljucit ¢emo da postoji konac¢no mnogo klasa, odnosno konac¢no
mnogo fundamentalnih rjesenja pelovske jednadzbe z? — dy?> = N.

Teorem 2.5.2. Neka je u+vvd fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe 2% —dy? = 1. Tada
svako fundamentalno rjesenje x* + y*\/d pelovske jednadzbe 2% — dy> = N zadovoljava sljedece
nejednakosti:

1
0<y* < ———o/IN], 2] < /= (u+2)|N], (2.12)
2(u+¢) 2

pri cemu jee =1 za N > 0, odnosno € = —1 za N < 0.
Dokaz. Pretpostavimo da je N < 0. Neka je

o +y'Vd = (z* + y*Vd)(u — svVd),
gdje je

5— 1, z* >0,
] —1, z*<o.

19



Diofantovi skupovi

Ocito je ' +y'v/d rjesenje od 22 —dy? = N koje pripada klasi reprezentiranoj fundamentalnim
rjedenjem, [2* 4 y*V/d]. Stoga je

y/ :y*u—x*év > y*’

odnosno
v =y'u—y <y*(u-—1).
||
Buduéi da su obje strane prethodne nejednakosti vece ili jednake 0, mozemo ju kvadrirati pa
dobivamo
.’E*2U2 < y*Z(’U,Q —2u+ 1))
tj.
V2 (dy** + N) < y*?(u® — 2u+1).
Otuda je
y*2(dv® — u? +2u — 1) < —N v?
1 |V

Sto povlaci prvu nejednakost u (2.12). Drugu nejednakost dobivamo iz

Nv2d u—1
*2 *2

—d N<—-———— +N=-N .
v T 2

Primjer 3. Rijesimo jednadzbu
z? — 6y? = —29.

Fundamentalno rjeienje pripadne Pellove jednadzbe x*>—6y% = 1 je 5+2/6. Sva fundamentalna

riesenja jednadzbe x* — 6y? = —29 moraju zadovoljavati nejednakosti
. 2
0<y" < -V/29 < 4,

T

2.4

1
O<|z*\§\/§-4-29<8.

Dobivamo da su jedina fundamentalna rjesenja 5+ 3v/6 i —5 + 3v/6 i ona ne pripadaju istoj
klasi. Stoga su sva cjelobrojna rjeienja od x* — 6y* = —29 :

z +yV6 = +(5+3V6)(5 + 2v6)",

x4+ yvV6 = +(—5+3V6)(5+2V6)", n € Z.

Primjer 4. PokaZimo da jednadzba
x? —82y% =23

nema cjelobrojnih rjesenja. Fundamentalno rjeienje pripadne Pellove jednadzbe x? — 82y% = 1
je 1624-18+/82. Za fundamentalno rjesSenje x* +1y*v/82 polazne jednadzbe vrijedi ocjena y* < 5.
Lako se provjeri da jednadzba x? — 82y? = 23 nema cjelobrojnih rjesenja za y = 1,2, 3, 4.
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Poglavlje 3

Metode i algoritmi iz diofantskih
aproksimacija

3.1 Liouvilleov i Rothov teorem

U ovom ¢emo poglavlju obraditi neke metode koje dolaze iz diofantskih aproksimacija, a koje
¢emo kasnije koristiti kod problema vezanih za Diofantove m-torke, kao i kod rjeSavanja nekih
srodnih diofantskih problema i jednadzbi.

Definicija 3.1.1. Neka je « € C. Kazemo da je o algebarski broj ako postoji polinom f(x) €
Q[X] razlicit od nulpolinoma, takav da vrijedi f(a) = 0. Ako a € C nije algebarski, kaZemo da
je transcendentan.

Teorem 3.1.2. Neka je a algebarski broj. Tada postoji jedinstveni mormirani treducibilan
polinom Py (x) € Q[X] takav da vrijedi Py () = 0. Nadalje, svaki polinom Q(z) € Q[X] koji «
ponistava djeljiv je s P,(x).

Dokaz. Kako je « algebarski broj, postoji polinom P(z) € Q[X], najmanjeg stupnja, koji «
ponistava. Definirajmo polinom P, (z) = 1P(z), gdje je ¢ vode¢i koeficijent od P(z). Tada je
o¢ito Py(z) = 01 P,(z) je normiran. Nadalje, P, () je ireducibilan. Naime, u suprotnom bismo
imali P,(x) = p1(x)p2(x) gdje je p1(a) = 0 ili pa(a) = 0 $to je u kontradikeiji s minimalnoséu
stupnja od P(z).

Neka je sada Q( ) € Q[X] takav da vrijedi Q(«) = 0. Ako podijelimo Q(z) s P,(x),
dobivamo Q(z) = Py(z)q(x) + r(x), gdje je degr < degP,. No, kako je r(a) = 0, zbog
minimalnosti stupnja od P,(x), zaklju¢ujemo kako je r(z) nulpolinom, odnosno da je Q(x)
djeljiv s Py(x).

Ostaje jos pokazati jedinstvenost polinoma P, (z). Kad bi postojao jos neki ireducibilan
normiran polinom P;(z) € Q[X] takav da vrijedi P;(a) = 0, prema upravo dokazanom imamo
Pi(x) = Py(x)q(x). Nadalje, ireducibilnost od P (z) povlacn da je ¢ polinom stupnja nula,
odnosno konstantan polinom i to ¢(x) =1 jer su Pi(x) i P,(z) normirani polinomi.

O

Definicija 3.1.3. Polinom P,(z) opisan u teoremu naziva se minimalni polinom alge-
barskog broja «. Stupanj algebarskog broja « je stupanj njegova minimalnog polinoma Py (x).
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Definicija 3.1.4. Za algebarski broj o kaZemo da je algebarski cijeli broj ako njegov minimalni
polinom ima cjelobrojne koeficijente, tj. Py(x) € Z[X].

Teorem 3.1.5 (Liouville). Neka je o algebarski broj stupnja d. Tada postoji konstanta c(a)) > 0
takva da za svaki racionalan broj % # «, gdje je y > 0, vrijedi

(3.1)

Dokaz. Neka je P(zx) € Z[X] ireducibilan polinom stupnja d za koji vrijedi P(a) = 0 i &iji su
koeficijenti relativno prosti. Tada za racionalan broj % # «, y > 0, trivijalno vrijedi

PGl
y)l "y

Razvojem polinoma P(x) u Taylorov red oko v dobivamo

P(2)-3(5-a) B

pri cemu smo koristili da je P(a) = 0. Nadalje, mozemo pretpostaviti da vrijedi ‘a -z <1
jer je u suprotnom nejednakost (3.1)) zadovoljena. Tada vrijedi
1 z | = [PO(a)|
e
y y yl = il
Nejednakost (3.1)) je ispunjena za konstantu ¢(«) definiranu relacijom
LG
| - .
pot i! 2¢(a)
O

Korolar 3.1.6. Broja=> 7", 5~V je transcendentan.

Dokaz. Za k € N definiramo prirodne brojeve

k
y(k) = 5", (k) =5"> 57
v=1

Tada vrijedi

o k) _ S 5 < 5l (Dol ez
yk) 5,
B | I
4 dy(k+1)
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Kako za bilo koje prirodne brojeve ¢ i d > 2 postoji dovoljno velik k£ za koji vrijedi

) c
Tylh+1) "~y
odnosno
NI
y(k) | y(k)®
imamo kontradikciju s Liouvilleovim teoremom, $to znaci da o mora biti transcendentan broj.

O

Liouville je bio prvi koji je pokazao postojanje transcendentnih brojeva i to ba§ na nacin
opisan u korolaru Nadalje, trivijalna posljedica Liouvilleova teorema je sljedeca tvrdnja.

Korolar 3.1.7. Neka je a algebarski broj stupnja d > 2 4 p > d. Tada nejednakost

< — (3.2)

ima samo konacno mnogo rjeSenja u racionalnim brojevima %

Thue (1908.) je poboljsao ovaj rezultat, dokazavsi da nejednakost ima samo konac¢no
mnogo rjeSenja ako je p > d/2 + 1. Siegel (1921.) je dokazao isti rezultat za p > 2v/d, dok
su Dyson (1947.) i Gelfond (1952.) dokazali istu tvrdnju za pu > v/2d. Godine 1955. Roth
je dokazao isti rezultat za pu > 2. Cinjenica (lema kako postoji beskona¢no mnogo
racionalnih brojeva % takvih da vrijedi

pokazuje nam kako je Rothov rezultat najbolji moguéi.

Teorem 3.1.8 (Roth). Ako je a algebarski broj i 6 > 0, onda postoji samo konacéno mnogo
racionalnih brojeva % za koje vrigedi

< 1
y2+6 ’

T
a— =
)

3.2 Simultane diofantske aproksimacije. Hipergeometrijska me-
toda

Kako smo vidjeli u proslom odjeljku, ako je a algebarski broj stupnja d > 2 i Kk > 2, onda
Rothov teorem povlac¢i da postoji konstanta ¢ = ¢(«, k) > 0 takva da vrijedi

> — (3.3)

za sve racionalne brojeve %, y > 0. No dokaz Rothova teorema nije efektivan, odnosno ne daje
metodu za eksplicitno odredivanje konstante c. Ipak, za specijalne klase algebarskih brojeva
postoje rezultati koji daju eksplicitne vrijednosti konstanti ¢ i kK < d. Ovdje ¢emo prikazati
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jedan od takvih rezultata.

Za n € N definiramo

= [ 7

p|n, p prost

Moze se pokazati da vrijedi 1 < p, < n.

Teorem 3.2.1 (Baker). Neka su m,n € N takvi da vrijedi n > 3, 1 < m < n. Nadalje, neka
su a,b €N takvi da vrijedi Ta/8 < b < a ia=0b (modn). Ako je

A=4b(a—b)tut > 1,
onda o = (%)m/n zadovoljava nejednakost (3.3) za sve racionalne brojeve i, y > 0, gdje suc 1

Kk dani relacijama
N =924, (a4 b),

= 2“+2(a +b).

Napomena 3.2.2. Primijetimo da se uvjet a = b (mod n) moze uwvijek zadovoljiti tako da a i
1

b pomnoZimo s n, no to povecava vrijednosti konstanti k ¢ .
Napomena 3.2.3. S obzirom na Liouvilleov teorem, rezultat prethodnog teorema zanimljiv je
samo ako je k < n.

Korolar 3.2.4. Za sve racionalne brojeve %, y > 0, vrijeds
4.06 - 1076

2.4
Yy 8

VoA RN
Yy

Dokaz. U oznakama teorema zan=3 m=1,a=128 1 b =125 imamo

a\™/n 4, 500
s = _+/2 =V3 A= —— 1.
(b) 5\[7 s = V'3, 9\/§>

Za konstante ¢ i k dobivamo vrijednosti
¢~ 0.000176659, x ~ 2.48375,

pa prema teoremu za sve racionalne brojeve %, y > 0, vrijedi nejednakost (3.3)), odnosno

4, 4x 0.000177
V2= —| > —=7
’5 V2 Sy| ~ (By)>
§to mnozenjem s 5/4 upravo daje trazenu nejednakost. O

Ocjena iz prethodnog korolara moze se i poboljsati. Najbolji rezultat ovakvog tipa dobio
je Bennett (1997.), koji je dokazao da za sve racionalne brojeve %, y > 0, vrijedi

0.25
y245

V22| >
Y
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Vezano uz probleme kojima ¢emo se baviti pojavit ¢e se potreba za ,istovremenom” aprok-
simacijom algebarskih brojeva, odnosno potreba za tzv. simultanim diofantskim aproksima-
cijama. Jedan takav primjer jest rjesavanje sustava Pellovih (odnosno opéenito i pelovskih)
jednadzbi kao Sto je

22— =1,22-32 =1

Ponekad éemo sustave sliéne prethodnom nazivati sustavima simultanih pelovskih jednadzbi jer
se u svakoj od jednadzbi pojavljuje toéno jedna zajednicka nepoznanica, y. U ovom konkretnom
primjeru za rjeSenje sustava (z,y, z) trebalo bi vrijediti

< 1
292’

1
< —

z
vi-Zl <o

2, y

Y

odnosno algebarski brojevi v/2 i /3 trebali bi imati jako dobre aproksimacije racionalnim bro-
jevima s istim nazivnikom. Pitanje je mogu li aproksimacije s istim nazivnikom uopée postojati
te posebno koji je to ,kriti¢ni” eksponent koji razdvaja aproksimacije kojih ima beskonacno
mnogo od onih kojih moze biti samo kona¢no mnogo.

Navedimo sada neke analogne rezultate iz obi¢nih diofantskih aproksimacija, konkretno
analogone Dirichletova i Rothova teorema.

Teorem 3.2.5 (Dirichlet). Neka su o5, i = 1,...,n, j = 1,...,m realni brojevi, te neka je
Q > 1 prirodan broj. Tada postoje cijeli brojevi q1, ..., qm,P1,---,Pn takvi da vrijeds

1< max{|q1’7 ceey |qm|} < Qn/mv

1
|ai1q1+...+aimqupi|Sé,zzl,...,n. (3.4)
Dokaz. Neka je y = (y1,...,ym) uredena m-torka cijelih brojeva za koje vrijedi 0 < y; < Q™M
za j = 1,...,m. Definiramo pripadnu tocku

T(y) = ({allyl +...+ almym}a ceey {anlyl +...+ anm@/m}),

pri ¢emu { } oznacava razlomljeni dio broja. Kako je {a} = a — |a] za svaki realan broj a,
tocku T'(y) mozemo zapisati i kao

T(y) = (any1 + -+ ¥im¥Ym — T1y .- o, W1 Y1 + - . + G Ym — Tn),

za pripadni z = (x1,...,z,) € Z". Odnosno, T'(y) = T(y,z) pri ¢emu je x € Z, odreden s
yezm.

Ocito je da tocka T'(y,z) lezi u jediniénoj kocki I™ = [0,1]". Nadalje, jasno je da postoji
barem barem Q™ takvih tocaka (jer je Q"™ > 1), pa zajedno s tockom (1,...,1) € I" imamo
barem Q™ + 1 tocaka iz I"™. Podijelimo sada I"™ na Q™ u parovima disjunktnih potkocaka ¢iji
su bridovi duljine 1/@Q. Tada po Dirichletovu principu barem dvije od promatranih tocaka
pripadaju istoj potkocki. Neka su to tocke T'(y,z) i T(y',2’), pri ¢emu y # /. Lako se vidi da
cijeli brojevi q1, ..., qm,P1,- - -, Pn definirani s

<q17~--7Qm):y_y/7éO; (pla"wpn):x_m/

zadovoljavaju nejednakosti u (3.4)). O

25



Diofantovi skupovi

Korolar 3.2.6. Neka je barem jedan od brojeva aq,s,...,a, iracionalan. Tada postoji be-
skonacéno mnogo n-torki racionalnih brojeva %, el %”, q > 0, takvih da vrijeds
Di r
Oél—gl <C]1T%,Z:1,...,n. (35)
Dokaz. Primijenimo prethodni teorem za m = 1. Tada za svaki prirodan broj () > 1 postoje
relativno prosti cijeli brojevi p1, ..., pn, q takvi da vrijedi
n I
1§q<Q,|aiq—pi\§é,z:l,...,n. (3.6)

Napomenimo da uvjet ged(p1, ..., Pn,q) = 1 uvijek mozemo ispuniti. Jasno je da (3.6]) povlaci
(3.5). Sada pretpostavimo da je npr. «; iracionalan. Tada je |ay1q — p1| # 0, pa za fiksne
Dly s Pnsq, 1) moze vrijediti samo ako je @ < 1 Ako sad pustimo ) — oo, dobivamo

. o lerg—p1]*
beskona¢no mnogo razlicitih rjesenja. O
Korolar 3.2.7. Neka su realni brojevi 1, a1, ..., o linearno nezavisni nad Q. Tada postoji
beskonaéno mnogo (m + 1)-torki cijelih relativno prostih brojeva (qi,...,qm,p) sa svojstvom
1
g =max{|q],..-,|gn|} >0, |a1q1 + -+ amgm — p| < pt

Dokaz. Analogno kao dokaz korolara|3.2.6jer |a1q1+- - -+ angn—p| #0zaq1,...,qm,p € Z. O

Sljedeca tvrdnja je analogon Rothova teorema

Teorem 3.2.8. Neka su ai,...,q, algebarski brojevi takvi da su 1,1, ..., a, linearno neza-
visnt nad Q, te 6 > 0. Tada postogi konacno mnogo n-torki racionalnih brojeva (%1, RN %),
q > 0, takvih da vrijedi
Pi 1 .
Oéz—g W,Z—l,...,n. (37)

Za dokaz teorema [3.2.8] éemo koristiti poznati Schmidtov teorem o potprostorima iz 1972.
([54]). Funkcija oblika

L(.’L') = L([Lj,... 7-7;77,) = 1T + e +an$n

naziva se linearna forma s koeficijentima «;, ¢ = 1,...,n. Skup linearnih formi {L1,..., L,} je
linearno nezavisan skup ako je linearno nezavisan nad algebarskim poljem koeficijenta linearnih
formi.

Teorem 3.2.9 (Schmidt). Neka je dano n linearno nezavisnih linearnih formi Ly, ..., L, u
n varijabli s algebarskim koeficijentima, te neka je 6 > 0. Tada sve cjelobrojne tocke x =
(z1,...,zy) koje zadovoljavaju

|Li(x) - Ln(w)] < HxHé

leze u konacno mnogo pravih potprostora od Q", gdje je ||x|| = max{|z;| : i =1,...,n}.
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Dokaz teorema[3.2.8. Mnozenjem nejednakosti iz (3.7) te mnozenjem s ¢"*! dobivamo
1
qlong = pif -+ lomg — pn| < 7

za neki & > 0. Zelimo pokazati da prethodnu nejednakost moze zadovoljavati samo konaéno

mnogo n-torki (£-,... B).
Za x = (p1,...,Dn,q) definiramo linearne forme
Li(xl,l‘g, e ,iL‘n_H) = 041 — T4, 1= 1, ey,
Ln+1(3€171’27 e ,$n+1) = Tn+t1-

Tada za dovoljno veliki ¢ vrijedi

1 1

|L1(.’L‘) e Ln+1(a;)| <= <+—575"
¢ ]|/

Prema Schmidtovu teoremu [3.2.9| vrijedi da cjelobrojna rjeSenja prethodne nejednadzbe leze u
kona¢no mnogo pravih potprostora od Q1. Takvi potprostori presjeci su konaéno hiperrav-
nina oblika

n
1x1+ ...+ cpi1Tpi1 =0, ¢1,...,cp € Q, E lei| > 0.
i=1

Dakle, svako rjesenje (p1,...,Dn,q) nejednakosti (3.7) lezi u nekom od potprostora od Q"1
odnosno u nekoj hiperravnini. Pretpostavimo da je

apr+ ...+ cppn + Cpr1q = 0,
odnosno ekvivalentno
(crar + ...+ cpoy + cng1)q = c1(0ng — p1) + ... + cp(ong — pn).

Definirajmo sada v = |ciaq1 + ... + ¢, + cnt1]- Tada je v > 0 zbog linearne nezavisnosti od
1,a1,...,q,. Za dani potprostor 7 je fiksan i vrijedi

v-q <leillerg —pil+ ...+ |cail|laerg —pi| < lei| + ... 4+ |en]-

Znaci, za dani potprostor ¢ je omeden, pa samo kona¢no mnogo g-ova, a onda i n-torki 2%, ..., %"
zadovoljava (3.7)), a kako potprostora ima samo kona¢no mnogo, tvrdnja korolara je dokazana.
O

Kao i kod Rothova teorema, taj rezultat je neefektivan, u smislu da ne daje eksplicitnu
gornju ogradu za veli¢inu g-ova koji zadovoljavaju . Ipak, postoje i neki efektivni rezultati
tog tipa za specijalne klase algebarskih brojeva. Mi ¢emo spomenuti Bennettov teorem iz [7]
koji se moze koristiti kod rjesavanja simultanih pelovskih jednadzbi.

Teorem 3.2.10 (Bennett, 1998.). Neka su a;,p;,q @ N cijeli brojevi za i = 0,1,2, takvi da
vrijedi ag < a1 < ag i a; =0 za neki 0 < j < 2. Neka je nadalje ¢ #0 ¢t N > M?, gdje je

M = max{|ag|, |a1], |az]|}.
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Tada vrijedi

:z::o,1,2} > (130N~) " Lg7H,

gdje je

Inax{ \ 1+ % — %
log(33N~)

p=1+ -
log(1.7N? HO§i<j§2(ai —a;)7?)

2a2—ag—a1 )
(a2—ag)?(a1—ao)?

N2 2
(aa—ao) (a2 =)™, ) gy > ap — ao
’}/ =

a1+az2—2ag ’

as — a1 < ap — ao

3.3 Baker-Davenportova redukcija

U ovom odjeljku éemo iskazati tvrdnju, poznatu pod nazivom Baker-Davenportova redukcija,
koju ¢emo cesto koristiti kod smanjivanja gornje ograde za veli¢inu rjeSenja diofantskih jed-
nadzbi. Prakti¢nu verzija redukcije iz [22] koju éemo primjenjivati dajemo je u sljedecoj lemi:

Lema 3.3.1. Neka su k, ju realni brojevi i« N € N. Neka je nadalje & konvergenta razvoja u
verizni razlomak broja k takva da vrijedi ¢ > 6N, te neka je € = ||uq|| — N - ||kq||, gdje je s ||.||
oznacena udaljenost do najblizeg cijelog broja. Ako jee >0, onda za A > 0, B > 1 nejednadzba

O<nk—m+pu<A-B™

nema rjesenja u prirodnim brojevima m i n tekvima da vrijedi

A
oe(2)
logB — =4
Dokaz. Neka je 1 <n < N. Tada vrijedi

0 < n(kg —p) +np —mq+pq < gAB™",

odnosno
qAB™" > |ug — (mq — np)| — n||kq|| > ||uql| — N||xql| = &,

os (4

log B

Sto dalje povlaci
n <

O

Napomena 3.3.2. Uvjet ¢ > 6N u lemi[3.3.1] je donekle proizvoljan. Naime, s jedne strane
zZelimo biti Sto sigurniji da ée vrijediti € > 0, a s druge Zelimo da nam q bude $to mangi kako
bi i nova ograda bila manja. Iz svojstva konvergenti znamo da vrijedi ||kq|| < 1/q, dok o ||uq]|
opcéenito ne znamo nista. Zato je razumno uzeti ¢ > 2N, a uvjet ¢ > 6N pokazao se kao
eksperimentalno dobar izbor.

Napomena 3.3.3. Ako uvjet € > 0 nije zadovoljen, onda moZemo pokusati uzeti sljedecu
konvergentu © provjeriti hoce li taj uvjet biti zadovoljen.
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Poglavlje 4

Linearne forme u logaritmima

U ovom poglavlju opisat ¢emo glavne rezultate iz Bakerove teorije linearnih formi u logaritmima
algebarskih brojeva, $to ¢emo koristiti u rjeSavanju simultanih Pellovih, odnosno pelovskih jed-
nadzbi, ali i nekih drugih diofantskih problema.

Kazimo na pocetku nesto o povijesti razvoja teorije linearnih formi u logaritmima algebar-
skih brojeva. David Hilbert je 1900. godine na medunarodnoj konferenciji u Parizu predstavio
23 problema za koja je tada vjerovao da ¢e biti rijeSeni u narednom stoljecu, te da ée za nji-
hovo rjesavanje biti potreban razvoj novih metoda. Jedan od tih problema je i sedmi Hilbertov
problem u kojem je trebalo dokazati transcendentnost broja o, za algebarski broj a # 0,1 i
iracionalan algebarski broj g.

Taj problem su 1934. godine neovisno rijesili Gelfond i Scheider. Njihov teorem kaze da
ako su a1, a # 0 algebarski brojevi takvi da su log a; i log g linearno nezavisni nad @, onda
je

Bilogan + Balogag # 0

za sve algebarske brojeve 1 i f2. Osim §to su pokazali da je taj izraz razli¢it od nule, Gelfond
je 1935. dobio i donju ogradu za vrijednost linearne forme A =p; log a; + 32 log ao. Preciznije,
dokazao je da vrijedi

log |[A] > —h(A)k,

gdje je h(A) logaritamska visina linearne forme, a k > 5. (Oznaka > znaci da postoji dovoljno
velika konstanta C' > 0 takva da je log |A| > —Ch(A)k). Sam Gelfond je ¢etrdesetih godina
proslog stolje¢a primijetio da bi poopéenje ovakvih rezultata na linearne forme u vise logari-
tama omogucilo rjeSavanje mnogih problema iz teorije brojeva.

To poopcéenje je 1966. napravio engleski matematicar Alan Baker. On je dokazao da ako
su ag, ..., ap, nenul algebarski brojevi takvi da su log aq, ..., log a,, linearno nezavisni nad Q,
onda su 1,log ay, . . ., log a,, linearno nezavisni nad poljem algebarskih brojeva. Takoder, Baker
je dobio i efektivan rezultat u obliku donje ograde za apsolutnu vrijednost linearne forme u
logaritmima algebarskih brojeva, poznat kao Bakerov teorem. Taj se teorem pokazao moénim
alatom u rjeSavanju razli¢itih problema kao sto je Gaussov problem klasa (za broj klasa jednak
1), dobivanje eksplicitne konstante u Liouvilleovu teoremu bolje od one koju je dobio sam
Liouville, dobivanje efektivnih ograda za rjeSenja nekih diofantovih jednadzbi te algoritma za
efektivno rjesavanje Thueovih jednadzbi. Za svoj vazan doprinos teoriji brojeva Baker je 1970.
godine nagraden Fieldsovom medaljom.
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4.1 Pregled vaznijih teorema

U ovom odjeljku navest ¢emo nekoliko teorema koji su varijante Bakerova teorema i primjenjuju
se za rjeSavanje simultanih pelovskih jednadzbi. Najprije ¢emo definirati neke standardne
pojmove i oznake.

Definicija 4.1.1. Linearna forma u logaritmima algebarskih brojeva je izraz oblika

Brlogayg + ...+ B logay,

gdje su «;, B, i = 1,...,n kompleksni algebarski brojevi, a log oznacava glavnu vrijednost
(granu) kompleksnog logaritma.

Buduéi da nas zanima isklju¢ivo primjena za rjeSavanje diofantskih jednadzbi, bit ¢e do-
voljno pretpostaviti da su f; cijeli brojevi, a oznacavat ¢emo ih s by, ..., b,.

Neka je K polje algebarskih brojeva stupnja D. Neka su nadalje aq,...,a, # 0 elementi
od K, aby,...,b, € Z. Definirajmo

B = max{|b1], ..., |bn|}

A*:alil---ozb"—l.

Zelimo naéi donju ogradu za |A*| pretpostavljajuéi A* # 0. Kako se log(1 + z) asimptotski
priblizava x kad |z| tezi u 0, nas problem svodi se na nalazenje donje ograde linearne forme u
logaritmima

A =bilogas +---+bylog oy, + byt IOg(_l)v
gdje je bpi1 = 0 ako je K realno polje, a b, 11 < nB inace. lako su linearne forme A* i A usko
povezane (posebice jedna je jednaka 0 ako i samo ako je i druga), bit ¢e korisno koristiti obje
forme.

Definicija 4.1.2. Neka je K polje algebarskih brojeva stupnja D i neka je oo € K* algebarski
broj stupnja d pri ¢emu d|D. Neka je nadalje ZZ:O ap X* njegov minimalan prz'mitivn polinom
iz Z|X]. Apsolutnu logaritamsku visinu, h(«), algebarskog broja o definiramo kao

i=1

d
1
h(a) = p <log lag| + Zmax{log aﬂ,O}) , (4.1)
gdje su o}, i = 1,....d, konjugati od . Ponekad se za h(a) jos koristi naziv standardna
logaritamska (Weilova) visina.
Ponekad koristimo i sljedeée modificirane visine:
h'(a) = max{Dh(«),log |a|,0.16},

odnosno

1 1
h”(Oé) = ma'X{h<a)7 5’ loga\, 5}

Koristimo li gore navedene oznake i pretpostavke, vrijede sljedeéi teoremi Matveeva:

!polinom s relativno prostim koeficijentima,
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Teorem 4.1.3 (Matveev, 2001.). Pretpostavimo da vrijedi A # 0 te da su Ai,..., A, realni
brojevi za koje vrijedi A; > h'(cj), j =1,...,n. Tada je

log |A*| > —3-30""(n +1)>°D?A;y - ... - A, (1 4+ log D)(1 + log B).
Nadalje, ako je K realno polje, vrijedi

log |A*] > —1.4-30"3(n + 1)*5D?A; - ... - A, (1 4 log D)(1 + log B).

Teorem 4.1.4 (Matveev, 2001.). Pretpostavimo da vrijedi
A=bilogay +...+bylogay, #0,

gdje su «; algebarski brojevi, a b; cjelobrojni koeficijenti, e A; > h'(«a;) realni brojevi za i =
1,...,n. Tada vrijedi

log |A| > —2-30"™(n 4+ 1)5D?A; - ... - A, (1 +log D)(1 + log B),
gdje je B = max{|bi],...,[bn|}.

U nekim primjerima koristit ¢emo i sljedeéi teorem koji je slabija varijanta prethodnog
teorema.

Teorem 4.1.5 (Baker-Wiistholz, 1993). Pretpostavimo da vrijedi

A=bjloga; + ...+ b,logay, #0,

gdje su «; algebarski brojevi, a b; cjelobrojni koeficijenti za i = 1,...,n. Tada vrijedi
log |A| > —18(n 4 1)!n" 1 (32D)" 2 log(2nD)h" (1) - ... - B (o) log B,
gdje je D stupanj prosirenja polja Q(au,. .., ay), B = max{|bi],...,|bn|}.

U nekim primjenama na diofantske jednadzbe potrebna je i bolja ocjena u ovisnosti o B,
poput sljedeceg rezultata. Koristeéi gornje oznake te pretpostavljajuci da su algebarski brojevi
ai, ..., a, multiplikativno nezavisni nad Q, te da je b, # 0, postoji eksplicitna pozitivna
konstanta C(n) takva da vrijedi

log |A| > —C(n)D*(log D)A; - ... - Aplog B,

bn b;
B’ = max {||+|j|}

1<j<n | 45 A,

Usporedujuéi ovo s teoremom dobivamo poboljsanje, posebno kad a,, ima veliku visinu i
kad je |b,| malo.

gdje je

Takoder je vazno usporediti dobivenu ogradu za |A| s elementarnom donjom ogradom
log|A| > —=D(1 + |b1|h(a1) + ... + |bn|h(am)).

U toj ocjeni ovisnost o D i svakom h(«;) bolja je nego u spomenutim teoremima, ali je u njima
ovisnost o B logaritamska. To je najveca razlika i zato ta elementarna ocjena nema primjenu
na diofantske jednadzbe.
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4.2 Primjer

U ovom odjeljku pokazat ¢emo kako se pomocu rezultata iz Bakerove teorije linearnih formi u
logaritmima algebarskih brojeva, konkretno pomoéu teorema[£.1.3] mogu rijesiti neki zanimljivi
problemi iz teorije brojeva. Konkretno, primjenit éemo spomenutu teoriju da bismo pokazali
sljede¢u tvrdnju.

Tvdnja. Jedini Fibonaccijev broj s vise od jedne znamenke koji u dekadskom zapisu ima
sve znamenke jednake jest Fig = 55.

Niz Fibonaccijevih brojeva ili Fibonaccijev niz zasigurno je najpoznatiji niz u teoriji brojeva
i matematici opcenito. Obi¢no ga se definira rekurzivno kao

F1:17 F2:17 Fn: 1’L—1+Fn—27n>2'

Pretpostavimo da Fibonaccijev broj F, ima u dekadskom zapisu sve znamenke jednake.
Stoga postoji m € N za koji vrijedi

To znaci da se na$ problem svodi na rjesavanje diofantske jednadzbe
10m -1
F,=d——— 4.2
T (4.2)

u nepoznanicama n i m.

Lako se provjeri da je za 1 < n < 1000 jedini Fibonaccijev broj koji u dekadskom zapisu
ima sve znamenke jednake samo Fg. Zato pretpostavimo da je n > 1000.

Rjesavanjem rekurzije za Fibbonaccijev niz dobili bismo da je

F, = \[ , n>1,
pri cemu je
f 1-V5
=
Broj o =~ 1.618 poznat je pod nazivom zlatni rez. Vrijedi f = —a~!. Uz ove oznake jednadzbu

(4.2) mozemo zapisati
V5 9

Zbog n > 1000 vrijedi ocjena
dv/5

a — —10m

avs

_Bn_g

<a 100 4 V5 <25 (4.3)

Nadalje, indukcijom po n se pokaze da za sve n > 3 vrijedi

n

Q"2 < F,<a" !

Tada imamo
Q"2 < F, < 10™
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Sto povlaci
log 10
m

2
log o
i
10" < B, <™ L. (4.4)
Otuda je
log10<m_ 1)41= loglOm_ log 10 1) s loglOm_
log log log log

pa zaklju¢ujemo
n € [em —4,cm + 2],

gdje je ¢ = (log 10)/(log o) =~ 4.78497. Kako je ¢ > 4, vidimo da za sve n > 1000 vrijedi n > m.
Definirajmo sad linearnu formu

A* = d;/gof”lom —1,

za koju iz (4.3]) zaklju¢ujemo da vrijedi

2.5 1
IA*| < — <

am an—2 )

odnosno

log [A*] < —(n — 2)log a. (4.5)
S druge strane, donju ogradu za log |A*| mozemo dobiti iz teorema Oznaé¢imo

dv'5
al—;f,oag—a,ag—lo,
blzl,bgz—n,bgzm.

Nadalje, primijetimo da je Q(a1, a2, a3) = Q(v/5) pa u notaciji teorema imamo D = 2i B = n.
Takoder, minimalni polinom od a; nad Z je djelitelj od

P, (x) = 812 — 5d°.

Tada vrijedi

1
h(a1) < =(log 81 + 2log V5) = 5 l0g405 < 3.01.

DN | =

Imamo i1 1
h(ag) = §(loga +0) < 0.25,

h(as) =log 10 < 2.31.

Tada za A;-ove mozemo uzeti
A1 = 6.02, Ag = 0.5, a3z = 4.62.
Teorem [4.1.3| nam tada povlaci

log |A*| > —1.4-30%-4%°.4.6.02-0.5-4.62(1 + log 2)(1 + logn).
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Ako to usporedimo s gornjom ogradom (4.5 i malo sredimo, dobivamo
n—2 < 1.023-104(1 4 logn),

§to povlaéi n < 4 -10%°.
Sada nam ostaje jos reducirati ovu ogradu. To ¢emo napraviti Baker-Davenportovom re-
dukcijom, lema Omna govori o rjesivosti nejednadzbe oblika 0 < nk —m +pu < A- B,

u prirodnim brojevima m i n, pa stoga na$ problem najprije treba svesti na nejednadzbu tog
oblika. Primijetimo prvo da nam je u jednakosti

dv/b 1 dv'b
1— iof”l()m =—[p"- i

9 an 9
desna strana negativna, pa ako oznac¢imo

z =loga; — nlogas + mlogas,

dobivamo o5
———<1-¢€*<0.
an
Nadalje, iz toga i pretpostavke n > 1000 dobivamo e* < 1.5, odnosno
2.5e” 4
0<er—1< 22 —.
am a™

Kako je z < e® — 1, zakljuéujemo da vrijedi
4
0 <mlogasg —nlogas +logas < —,
e

§to mozemo zapisati kao

1 1 4
O<m<0ga3>—n+ oga1< )

< .
log o logas  a™logay — am
Kako je
.10™
1— 7d\/5 0 <1,
a’rb
imamo
dv/5 - 10™
7\/5 10 < 2,
a’l’b
odnosno Y
dv/'5-10™
a > — > 10™.
To nam daje
log a3 log g 9
0< — < — 4.6
m<loga2> n+loga2 1om’ (4.6)

S$to je upravo nejednakost kakvu zelimo. Sada mozemo primijeniti Baker-Davenportovu reduk-
ciju z zamijenjene parametre m i n, kK = logag/logag, p =logay/logas, A =9, B =10
te N =4-10%, za svaki d = 1,2,...,9. Veé nakon jedne primjene leme dobivamo da
nema rjesenja za 20 < m < 4-10'%, za svaki d € {1,2,...,9}. To nam daje novu gornju
ogradu m < 20 pa iz slijedi n < 97, a to je u kontradikciji s pretpostavkom n > 1000.
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Poglavlje 5

O prosirenju Diofantove trojke

5.1 Diofantove m-torke

Definicija 5.1.1. Diofantova m-torka je skup medusobno razlicitih prirodnih brojeva {ay,as, . . .,
am} za koji vrijedi da je umnoZak bilo koja dva broja wveéan za 1 jednak punom kvadratu nekog
prirodnog broja, odnosno

aja; +1 = n?

ij7 nZ] S N7

za svel <1< j<m

Prvi i najistaknutiji primjer Diofantove m-torke, odnosno specijalno Diofantove ¢etvorke je
skup {1, 3,8,120} koji je pronasao Fermat. Cesto je nazivamo Fermatovom cetvorkom. Euler
je ustanovio da postoji beskona¢no mnogo Diofantovih cetvorki. Naime, ako su a,b € N takvi
da je ab+ 1 = r? za neki r € N, onda je skup

{a,b,a+b+2r 4r(r+a)(r+b)}

Diofantova ¢etvorka. Na primjer,zaa =k—1,b=k+1, k > 1, dobivamo jednoparametarsku
familiju Diofantovih cetvorki

{k—1,k+1,4k, 16K> — 4k}

koja poopéava Fermatovu cetvorku {1,3,8,120}. Jo$ jedno zanimljivo poopéenje Fermatove
Cetvorke jest familija

{Foy Forg2, Fopya, 4F o1 Fop o Fopis}, k> 1,

gdje je F,, n-ti Fibonaccijev broj. Iz ovoga je jasno da postoji beskonatno mnogo cjelobrojnih
Diofantovih ¢etvorki. Pitanje postojanja (cjelobrojne) Diofantove petorke bilo je dugi niz
godina otvoreno, no slutilo se da takav skup ne postoji. Prije kona¢nog dokaza koji su nedavno
dali He, Togbé i Ziegler u [47], mnogi autori su pokazali rezultate koji su isli u prilog slutnji o
nepostojanju Diofantove petorke. Jedan od prvih radova vezanih uz tu tematiku bio je ¢lanak
[4] Bakera i Davenporta iz 1969. koji su dokazali sljede¢u tvrdnju:

Teorem 5.1.2. Neka je d € N takav da je {1,3,8,d} Diofantova éetvorka. Tada je d = 120.

Prethodni teorem mozemo , procitati” i kao tvrdnju da se Fermatova ¢etvorka {1, 3,8,120}
ne moze proSiriti do petorke. Stoga je prirodno prouciti problem jedinstvenog prosirenja Di-
ofantove trojke do Diofantove ¢etvorke. Naime, svaka Diofantove trojka {a,b,c} prosiruje se
elementom
d=a+ b+ c+ 2abc + 2rst,

35



Diofantovi skupovi

gdjejeab+1 =12 ac+1 =52 bc+ 1 =12 Zaista, ad + 1 = (at +rs)?, bd + 1 = (bs + 1t)?,
cd = (cr + st)?.

5.2 Prosirenje Diofantove trojke {1, 3,8}

U ovom odjeljku pokazat ¢emo kako primjenom Bakerove teorije linearnih formi u logarit-
mima algebarskih brojeva, odnosno konkretno primjenom Baker-Wiistholzovog teorema
ili njemu sli¢nog, mozemo dokazati teorem Kao sto smo veé¢ spomenuli, to su prvi ucinili
Baker i Davenport u [4]. S problemom ih je upoznao J.H. van Lint (u ozujku 1968.) koji je
teorem uspio dokazati za d < 101700000,

Pretpostavimo da je d prirodan broj takav da je {1,3,8,d} Diofantova ¢etvorka. Tada
postoje z,y, z € N takvi da je

d+1=22 3d+1=1y% 8d+1=2°
Eliminacijom d iz prethodnih jednadzbi dobivamo sustav pelovskih jednadzbi
P —322 = -2, (5.1)
22 -8 = —T. (5.2)
Problem nadopunjavanja Diofantove trojke {1, 3,8} stoga je ekvivalentan rjesavanju sustava
(5.1), (5.2). Uocimo da je jedno rjesenje sustava ocito (1,1,1), no ono odgovara nepravom
nadopunjenju d = 0. Nadalje, rjeSenje (11,19,31) odgovara nadopunjenju d = 120. Zelimo

istraziti ima li sustav (5.1), (5.2) jos rjeSenja. Za pocetak znamo da ima kona¢no mnogo
rjesenja, sto slijedi prema sljedeéem teoremu iz [55].

Teorem 5.2.1 (Siegel, 1926.). Neka je f(x) polinom s cjelobrojnim koeficijentima koji ima
barem tri razlicite nultocke u C. Tada jednadzba

v’ = f(=)
ima konacno mnogo rjeSenja u Z.
Uz t = yz, mnozenjem i slijedi jednadzba
t? = (322 — 2)(8z2 = 7)

koja prema teoremu [5.2.1] ima kona¢no mnogo cjelobrojnih rjesenja i stoga je broj mogucih
nadopunjenja skupa {1, 3,8} konacan.

Strategija rjesavanja koju su Baker i Davenport dali u svom radu sastojala se od sljede¢ih
koraka:

(i) Opisati skup svih rjesenja jednadzbi (5.1), (5.2)) pomoéu nizova potencija kvadratnih

iracionalnosti.

(ii) Dobiti nejednakost u kojoj se pojavljuje cjelobrojna linearna kombinacija logaritma tri
algebarska broja, odnosno tzv. linearna forma u logaritmima algebarskih brojeva.

(iii) Pomoéu Bakerovog rezultata koji daje donju ogradu za vrijednost linearne forme odrediti
X > 0 tako da sustav (5.1]), (5.2) nema rjesenja za x > X.

(iv) Reducirati gornju ogradu X pomoc¢u metode opisane u odjeljku a koja je izvorno
upravo opisana u [4].
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5.2.1 RjeSenja jednadzbi

Prvo opisimo skup rjesenja jednadzbe (5.1). Fundamentalno rjesenje pripadne Pellove jed-
nadzbe y? — 322 = 1 je (u,v) = (2,1). Prema teoremu vrijede sljedeée ocjene za funda-
mentalno rjesenje (y*, z*) jednadzbe (5.1)):

0<a < —2 /N[ =1,

V2(u+e)

. 1
v < /5 + )Nl =1

Stoga je (y*,z*) € {(1,1),(—1,1)}. No, koristeéi propoziciju lako mozemo ustanoviti da
su ova dva fundamentalna rjesenja asocirana, odosno pripadaju istoj klasi. Stoga je (y*,z*) =
(1,1) jedino fundamentalno rjesenje jednadzbe , a sva rjeSenja (y, ) u skupu prirodnih
brojeva dana su s

y+zvV3=(14+V3)(2+V3)™, m >0. (5.3)

Otuda je i

y—xzvV3=(1-v3)(2-V3)™ m>0. (5.4)
Oduzimanjem relacija ((5.3) i (5.4]) dobivamo
20V3 = (1+V3)(2+V3)™ — (1 —V3)(2 = V3)™, m > 0. (5.5)
Uobicajeno je sva rjesenja od (5.1) u = definirati pomoéu niza (v, )m>0:

_1+V3 1-V3
m 3 243

pri éemu smo iskoristili da je 2 — /3 = (2 +v/3)7L.

2+ V3)™ - 2+V3)™™, m >0,

Sada rjesavamo jednadzbu (5.2). Fundamentalno rjesenje pripadne Pellove jednadzbe 22 —
822 =1 je (u,v) = (3,1). Za fundamentalno rjesenje (z*, z*) jednadzbe (5.2) pomoéu teorema
dobivamo ocjene

7
Oéx*é\g, 2] < V7.

Dakle, (z*,2*) € {(1,1),(—1,1)}. Kako prema propoziciji rjesenja (1,1) i (—1,1) nisu
asocirana, slijedi da su sva rjesenja (z,z) od (5.2]) u skupu prirodnih brojeva dana s

2+ aV8 = (£1+V8)(3+V8)", n >0,

odnosno

22V8 = (£1 + vV8)(3+ v8)" — (£1 — V8)(3 — V&)™, n > 0. (5.6)

Kao i u prethodnom slu¢aju, sva rjeSenja od (5.2) u x zapisujemo pomoc¢u nizova (wp)m>0 i

(wp,)m>0:
_1+V8 1-v8
W 2v/8

,_—1—|—\/§ n__l_\/g -n
wh = — 2 (3+V8) 75 (3+v8)™, n>0.

(3+V8)" — (3+V8)™, n>0,
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Odrediti x koji zadovoljava sustav jednadzbi i ekvivalentno je odredivanju ne-
negativnih cijelih brojeva m i n za koje je v, = wy, ili v, = w), odnosno drugim rije¢ima
trazenju presjeka nizova (vy,) i (wy), odnosno (vy,) i (w),). Ti nizovi se sijeku za m = n = 0,
vo =wp = wy =1, te za m =n = 2, vy = wh = 11. Ti presjeci odgovaraju veé¢ spomenutim
prosirenjima Diofantove trojke d = 0 (nepravo) i d = 120. U onom §to slijedi pokazat ¢emo da
su to jedini presjeci.

5.2.2 Primjena Bakerove teorije o linearnim formama u logaritmima

U [4] autori su koristili sljedeéi rezultat iz [3] o ocjeni linearne forme u logaritmima algebarskih
brojeva:

Teorem 5.2.2 (Baker, 1968.). Neka su aq,...,ax algebarski brojevi razliciti od 0 stupnja
manjeg ili jednakog d, visina mangih ili jednakih A, pri éemu je d,A > 4. Ako za neke
bi,..., b, € Q vrijedi

0 < |brlogay -+ |bylogag| < e,

gdje su0 < <1iH=max{|bi],...,|bk|}, tada je

(2k+1)2
H < <4k26_1d2k log A) .

Napominjemo da se u prethodnom teoremu pod pojmom wvisine algebarskog broja misli na
tzv. naivnu visinu koja se racuna kao maksimum apsolutnih vrijednosti koeficijenata minimal-
nog polinoma.

Pretpostavimo da je v, = w, za neke m,n > 2, tj.

1+v3 -3
V3 V3

Uz supstitucije

1+8 \/g)n_l—\/g

w1
(24+V3)™ - NG (3+ NG

2+V3)™ = (3+V8)™ =2x. (5.7)

14+3
V3

1+48
e

P = (2+V3)™ Q (3+V8)",

relacija ((5.7)) glasi
2 7
P+ P t= -Q L
+ 3 Q + 8@
1z nejednakosti

Pog=lo" - 2rsdor =t goe

slijedi da je P > @, sto povlac¢i i m > n. Definiramo

Azlogg = mlog(2 + V3) —nlog(3—|—\/§)+log81\\g;

5%

A je linearna forma u logaritmima algebarskih brojeva

(1+3)v8

—24 V3, ay =3+ V8, ag= ST VIVE
“ o “ T 1+ VBB
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te ocito vrijedi A > 0 jer P/Q > 1. Ako pokazemo da je A < e~ ™, Bakerov teorem
implicira postojanje M > 0 takvog da je m < M.
Vrijedi
7 2 7 7 2 1
P-Q=-Q'-Zptl=—(pP--)t-Zptl<c_p!
@ SQ 3 8( 8) 3 < 4 ’

jerQ>P—%Q*1>P—%iP>802am23. Otuda je

P P—Q\ 1,5 (1,5\ »
0<A=log—=-1 1—-— -P -P 0.26P
< ogQ 0g< P > < 1 + <4 > < )
pri ¢emu je u prethodnoj nejednakosti koristeno da je
—log(l —z) <z + 22,
za |z| < 0.5. Nadalje je
1+v3\
A <0.26 ( —\i_/?: ) (T+4V3) ™™ <13 ™ <e ™™, (5.8)

Buduéi da zelimo izracunati gornju ogradu za m pomocu teorema trebamo odrediti
minimalne polinome algebarskih brojeva «;, i = 1,2,3. Oni su redom

pi(t) = t2—4t+1,
po(t) = t2—6t+1,
p3(t) = 441" — 2016t + 2880t% — 1536t + 256.

Algebarski brojevi i i g su stupnja 2, a ag je stupnja 4, pa uzimamo d = 4. Nadalje, gornja
ograda za visine je A = 2880. Stoga zaklju¢ujemo da, ako je v, = wy,, onda

n<m< 10487,

prema ocjeni iz teorema pri ¢emu je H = max{b; = m,|ba| =n,bs =1} =m.

Za usporedbu primijenit ¢emo i jacu varijantu teorema Baker-Wiistholzov teorem
U oznakama tog teorema b;, a;, i = 1,2,3, su kao i do sada. Kako je Q(ay, a9, a3) =
Q(as), slijedi D = 4. Izra¢unajmo standardne logaritamske (Weilove) visine algebarskih bro-

jeva prema formuli
d
1 )
_ 1 (@)
h(a) = 7 log (!adl ZI_Il max{1, | |}> ,

pri ¢emu je ag vodeéi koeficijent minimalnog polinoma od «, d stupanj od «a, a ¥ nultocke
minimalnog polinoma od « (odnosno konjugati od «). Dobivamo redom

1
h(ag) = §loga1<0.66,
1
hag) = iloga2<0.89,
1
h(as) = Zlog(44lo¢3ag) < 1.88,
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gdje je o = 55 (1/3(24 V3) —2(34+v/3)) > 1 (a ostale dvije nultocke od p3 su manje od 1 po

apsolutnoj vrijednosti). Modificirane visine racunaju se kao
h"(a) = max{h(c) ! | log o ! }
= X —_— —
,D g 7D )
pa vidimo da je h”(c;) = h(e), i = 1,2,3. Sada ocjena iz teorema [4.1.5] glasi
log A > —18(3 4+ 1)!3371(32 - 4)3 2 log(2 - 3 - 4)0.66 - 0.89 - 1.88log m > —4.22 - 10'° log m,

pa usporedujudéi s (5.8) imamo

—mlog13 > —4.22 - 10" log m,

odnosno
< 1.65-10".
logm
e
1.5x1015
1.0x10"5 -
50x10"4 |
1x10"6 2x1016 3x10"6 4x10'® 5x10'6 6x10"6 7x10'®
3 . T . 15
Slika 5.1: x — gz’ L 1.65-10
Buduéi da je m — log”m rastuca funkcija, prethodna nejednakost ne vrijedi za dovoljno

velike m. Konkretno za
m > 6.4-10', (5.9)

dobit éemo kontradikciju s (5.9). Dakle, ako je v, = wy,, onda
n<m<6.4-10,

$to je znacajno bolja ocjena za indekse m i n od ocjene koju daje teorem [5.2.2

5.2.3 Primjena Baker-Davenportove metode redukcije

U prethodnom dijelu pokazali smo da je A < 137™ im < M gdje je M = 6.4-10'6. Dijeljenjem
nejednakosti
0 <mlogay —nlogas +logas < 137,

s log as dobivamo
1 1 1
OB _ 4y 2BX 137, (5.10)

0<m
log an logas  logag

Sto upravo odgovara nejednakosti koja se pojavljuje u lemi Uz

log o log a3 1
o — _ _

- ) - ) - ) B = 137
log ao log o log ava
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lema povlaci da nejednakost nema rjesenja u prirodnim brojevima m i n takvima da
vrijedi
log (—‘iq)
— L <m< M 5.11
logB — = (5.11)

gdje je £ konvergenta razvoja u verizni razlomak broja s takva da vrijedi ¢ > 6M, te ¢ =
]l = M - ||xql| > 0.

Prva konvergenta koja zadovoljava uvjet ¢ > 6M je 36. konvergenta, no € < 0 pa nisu
ispunjeni svi uvjeti leme. Sljedeca, 37. konvergenta ispunjava oba uvjeta,

g = 3075296 607888933649 > 6M, £ ~ 0.295,

pa je prema novi M = 16. Sedma konvergenta, ¢ = 518, ispunjava uvjete leme za
M =16 (e = 0.0262) pa je nova granica spustena na samo M = 4.

Analogan postupak opisan u odjeljcima i provodi se i za jednadzbu v, = w],
m,n > 2, nakon ¢ega je dokaz teorema kona¢no priveden kraju.

5.3 Prosirenje familije Diofantovih trojki {k — 1,k + 1,4k}

Mozemo pretpostaviti da je k > 2 jer je slucaj k = 2 rijeSen u prethodnom odjeljku. Nadalje,
pretpostavimo da je {k — 1,k + 1,4k, d} Diofantova ¢etvorka, odnosno da postoje z,y,z € N
takvi da je

(k—1)d+1=2% (k+1)d+1=1vy> 4kd+1 =22

Sto je ekvivalentno sustavu

(k—1)y* — (k+1)a? -2, (5.12)
(k—1)2% —4ka® = —3k—1. (5.13)

Problem prosirenja ove parametarske familije rijesio je A. Dujella u [I5], odnosno pokazao
da vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 5.3.1. Neka je k > 2, te d € N takav da je {k — 1,k + 1,4k, d} Diofantova ¢etvorka.
Tada je d = 16k3 — 4k.

Mi ¢emo najprije pokusati rijesiti problem analogno kao za slucaj k = 2, tj. pomoc¢u Bake-
rove teorije o formama u logaritmima algebarskih brojeva, no tim pristupom neéemo moéi u
potpunosti dokazati U [15] je Dujella koristio Rickertov rezultat o simultanim racional-
nim aproksimacijama brojeva \/(k — 1)/k i \/(k + 1)/k te é¢emo opisati i tu metodu.

5.3.1 Rjesenja jednadzbi
Jednadzbu ([5.12)) napisimo u obliku pelovske jednadzbe
y? — (k* — 1)a? = —2(k — 1), (5.14)

gdje je ' = (k — 1)y. Fundamentalno rjesenje pripadne Pellove jednadzbe y'? — (k? — 1)2% =1
je (u,v) = (k,1). Za fundamentalno rjesenje ((k — 1)y*, z*) jednadzbe (5.14])) prema teoremu
vrijede sljedeée ocjene:

0<z*<1, |[(k-1)y*| <k—-1,
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pa je (y*,z*) € {(1,1),(—1,1)}. Kako su (1,1) i (—1,1) asocirana rjeSenja, slijedi da je
(y*,2*) = (1,1) jedino fundamentalno rjesenje jednadzbe (5.12)) pa su sva rjesenja u = dana s

2eVE2 —1=(k—-1+VE -1)(k+VE-1)"—(k—1—-VE2-1)(k+VEk>—1)"
Dijeljenjem prethodne relacije s vk — 1 imamo
20Vk+1=Wk—-1+VEk+1)(k+Vk%— —~(Wk=1-vVEk+1)(k+Vk%— (5.15)

za m > 0. Skup rjesenja jednadzbe (b.12]) u nepoznanici x obi¢no oznac¢avamo, kao i u pret-
hodnom sluc¢aju, kao niz (vy,):

\/k—1+\/k:+1 \/k+1—\/k—1 _
m (k+Vk?— E+vVE2Z—1)"" m>0. (5.16
v N =a WETT Jm 20319

Odredimo sada rjesenja pelovske jednadzbe

—4k(k —1)z* = =3k + 1)(k — 1), (5.17)

gdje je 2/ = (k—1)z. Fundamentalno rjesenje pripadne Pellove jednadzbe 2’2 — 4k(k—1)2% = 1
je (u,v) = (2k — 1,1). Fundamentalno rjesenje ((k — 1)z*,2*) jednadzbe (5.17)) zadovoljava
nejednakosti:

0<a* < %\/m< VE, |(k=1)z"| < (k—1V3k+ 1,
odnosno |z*| < v/3k + 1. Kako je
—4k(z*)* = -3k —1 (mod (k — 1)),
odnosno (z*)?2 =1 (mod (k — 1)), slijedi da je
()2 = (k—1Dt+1 <k,

pajet=01z* = 1. Stoga imamo dva fundamentalna rjeSenja od (5.13), (z*,z*) = (1,1) i

(—1,1), a skup svih rjesenja u nepoznanici x dan je nizovima (wy,) i (w),):

VE—1+2vk 20k — vk —1
Wy = 4\/—%\[(%—14—2\/%2 — k:)”+\f4\/E(2k—1+2\/k2 —k)",n>0, (5.18)

—VE—1+2 2 VE—1
Wl = "“4\/; \/E(Zk—1+2\/k2—k:)"+m(2k—1+2\/k2—k)_”,n20.

(5.19)
Ocito se oba niza mogu objediniti pomocéu (wpy,)nez-
Nizovi (vp,), (wy) 1 (w],) zadovoljavaju sljedece rekurzije:
vg =1, v1 =2k — 1, vy = 2kvpe1 — U, m > 0, (5.20)
wo =1, wy =3k — 2, wpt2 = (4k — 2)wp41 — wy, n >0, (5.21)
wy =1, wy =k, w9 = (4k — 2)wp11 — wy, n > 0. (5.22)

Nizovi (vy,) 1 (wy,), odnosno (vy,) i (w),), sijeku se zan =m =01in=m =2, tj. v9g = wy =
why =1, vg = wh = 4k? — 2k — 1 (ili vo = w_s), §to rezultira nepravim progirenjem Diofantove
trojke, d = 0, te prosirenjem d = 16k> — 4k, respektivno.
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5.3.2 Metoda kongruencije

Ova jednostavna metoda omoguéit ¢e nam da iz pretpostavke v, = w, zaklju¢imo nesto o
barem jednom od indeksa m ili n.
Promatramo nizove (vy,), (wy,) i (w],) modulo 2k — 1:

(v, mod (2k — 1)) = (1,0,—1,-1,0,1,1,0,—1,—1,...);
(wp, mod (2k—1))=1,—k, -1,k 1,k -1,k 1,—k,...);
(w), mod (2k —1)) = (1,k,—1,—k,1,k,—1,—k,1,k,...).

Principom matematicke indukcije pokazuje se da je
U mod (2k —1) € {—1,0,1}, |wy mod (2k —1)| =1, |wys+1 mod (2k—1)| > 1,

za sve m > 0, | € Z. Otuda slijedi: ako v, = w, za neke m > 0in € Z, onda je indeks n
paran, tj. n = 2.
Sada pogledajmo (vy,), (wy,) i (w),) modulo 4k(k — 1):

(v, mod 4k(k—1)) = (1,—-1+2k,—1+2k,1,1,-1+2k, —1+2k,1,1, -1+ 2k,...);

(wg mod 4k(k —1)) = (1,3 — 2k,5 — 4k, 7 — 6k,9 — 8k, 11 — 10k, 13 — 12k, 15 — 14k);
(wh, mod 4k(k—1)) = (1, —1+2k, —3+4k, —5+6k, —7+8k, —9+10k, —11+12k, —13+14k, .. .).
Indukcijom bi se dokazalo da je

vy mod 4k(k —1) € {1,2k — 1}, weyy mod (2k — 1) = (20 + 1) — 2Ik,
za sve m > 0, [ € Z. Zato iz v,;, = wy proizlaze dvije moguénosti:

(i) 2l+1—2lk =1 (mod 4k(k — 1)),
21(k —1) =0 (mod 4k(k — 1)),
2l =0 (mod 4k);

(i) 20 +1— 20k = 2k — 1 (mod 4k(k — 1)),
(204 2)(k—1) =0 (mod 4k(k — 1)),
2l = —2 (mod 4k).

Na temelju prethodnog zaklju¢ujemo sljede¢u tvrdnju.
Lema 5.3.2. Ako je v, = w, za neke m >0 in € Z, onda je n =0 ili —2 (mod 4k).

Za posljedicu prethodne leme imat ¢emo: ako je (m,n) € Ny XxZ rjeSenje jednadzbe v, = wy,
i(m,n) ¢ {(0,0),(2,-2)}, onda je |n| > 4k — 2.
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5.3.3 Primjena Bakerove teorije o linearnim formama u logaritmima

Izjednacavanjem 2v,, = 2wy, iz (5.16]) i (5.18) za neke m,n > 3 dobivamo

Vk—1+¢k+1k+v@f—* ¢k+1—¢k—%k+v%;jbf

vVEk+1 vk+1
VE—=1+2Vk n o 2VE—VE—1 ~
T(2k—1+2\/k2—k) +T(2k—1+2\/M)

Sto uz supstituciju

P:\/k*1+\/k+1(k+\/mYn Q:M(zk_1+2\/M)”

VEk+1 ’ 2Vk
prelazi u
2 _ 3k+1 4
P+—P :
* kE+1 =@ 4k @
Iz nejednakosti
P-Q= ——P ——(P—-Q)P
@= @ k+1 k—i—l(Q = k—i—l( @) @

zakljucujemo da je P > @, te uz manju manipulaciju i da je m > n. S druge strane,

k1., 2 ., 3k+1 3k+1._,
_ __*p pP— _ P
el < | w0 il

jerje @ > P — %Qil > P — 3k+1 Otuda je
P—Q<ZP”.

Definiramo linearnu formu

P
A= logé = mloga; — nlogas + log as,

gdje je
2(Vk —1+VE+1)VE
a1—k+m a2—2]<;_1+2\//€27 .
TR TRV
Zbog 0 < P —Q < 2P~ vrijedi
0 <A< —log(l I3 )<4P +(4p )<5P ’
odnosno A .
O<A< o T (b4 Jk2—1)2m < o 2mlog(2k—1)
52k+\/ﬁ( )

Sada ¢emo primijeniti Baker-Wiistholzov teorem [4.1.5}

log A > —18(3 + 1)!33"1(32D)3 2 log(2 - 3 - D)A" (a1)Rh" (c2) " (au3) log B,
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gdje je D stupanj algebarskog prosirenja polja Q(aj g, a3), B = max{m,n,1} = m, a h”’(a) =
max{h(a), 5|logal, 5}, te h(a) standardna visina dana u ([{-1). Kako je

_# 2 2 _1_ 2 L (b — 2
a3—3k2+4k+1(2k + 2k + 2k/k A+ k)VE2 —k— (k- )VE +k),

moze se pokazati da je Q(ay, ag, as) = Q(ag).

Za odredivanje navedenih velicina ( D i h”(«;)) trebamo naé¢i minimalne polinome alge-
barskih brojeva «;. (Napomenimo da postoje slucajevi gdje mozemo odrediti polinom sa cje-
lobrojnim koeficijentima p za koji je p(a) = 0, ali ne mozemo sa sigurnos$éu reéi da je to
bas minimalni polinom za sve vrijednosti parametra, tj. algebarski broj o poprima stupanj u
ovisnosti o parametru k). Minimalni polinomi algebarskih brojeva a1, az, ag su redom

pi(t) =t — 2kt + 1,

po(t) =t —2(2k — 1)t +1,

p3(t) = (14 k)2 (1 + 3k)** — 16k(1 + k)*(1 + 3k)t* + 48K (1 + k) (3 + k)¢t
—128Kk%(1 + k)t + 64k>.

Najprije mozemo zakljuciti da je D = 4 jer je to stupanj od az i Q(ay,az,a3) = Q(as).
Nadalje, nultocke od p; su g i) =k —Vk?>—1€(0,1) pa je

1 1
h(ay) = 5 logag < 5 log(2k).
Analogno, nultocke od pa su as i oy =2k — 1 —2vk? — k € (0,1) pa je
1 1
h(ag) = 5 log ap < B log(4k — 2).

Uz nesto truda mozemo odrediti i sve nultocke od p3. To su as,

2(Wk —1+VEk+1)Vk
(—VE—14+2VE)WE+1

L AR AR - VE2 - 1) £ 2\/2l<:(k:2 —1)(k—Vk2-1)
%3,03 = 1+ 4k + 3k2
Kako su of, a4’ € (0,1), te az, af > 1 slijedi

oy =

.
1
h(as) < 7 log (16k*(k + 1)(3k + 1)) .
Ocito je h"(a;) = () za sve i = 1,2,3. Kombinirajuéi (5.29) i (5.24]) dobivamo

—2mlog(2k — 1) > —2.4 - 101 log(2k) log(4k — 2) log (16k2(k +1)(3k + 1)) log m,
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t].

“ 12104 log(2k) log(4k — 2)log (16k*(k + 1)(3k + 1))
logm . log(2k — 1)

<24-10%1log?k.  (5.25)

<20log? k, za k>3

Kako je m — -2 g rastuca funkcija, za dovoljno velik m dobit éemo kontradikciju u prethodnoj

nejednakosti, npr. sigurno za m > 5.76 - 103 log? k. Stoga zakljucujemo:
Propozicija 5.3.3. Ako je vy, = wy za neke n,m >0, onda je m < 5.76 - 1039 log* k.

Jo§ nam preostaje iskoristiti lemu Pretpostavimo da je v,, = w, te m > n > 2. Tada
je prema lemi i propoziciji [5.3.3
4k — 2
——— < 5.76 - 10%.
log™ k

4k+2
log* k
konkretno za k > 8.4 - 1037, dobiti kontradikciju s prethodnom nejednakosti.

Ponovo koristimo argument da je k — rastuca funkcija, pa ¢emo za dovoljno velik k,

Sada bismo trebali provesti racun za 2v,, = 2w}, iz (5.16) i (5.19). Medutim, ovaj slucaj
vodi na formu u logaritmima algebarskih brojeva a1, ag, of pa vrijede sve ocjene. Konacéno
mozemo izreéi sljede¢u tvrdnju:

Teorem 5.3.4. Neka je k > 8.4-10%7. Ako je d € N takav da je {k—1,k+1,4k,d} Diofantova
cetvorka, onda je d = 16k3 — 4k.

5.3.4 Primjena simultanih diofantskih aproksimacija

Bakerova teorija omoguéila nam je da pokazemo da se Diofantova trojka {k — 1,k + 1,4k}
jedinstveno nadopunjuje do Diofantove ¢etvorke, osim za konaéno mnogo k, k < 8.4-10%7. No
gornja ograda za k je prevelika da bismo tvrdnju efektivno mogli provjeriti. U ovom dijelu
opisat ¢emo primjenu simultanih racionalnih aproksimacija kvadratnih iracionalnosti o kojima
je bilo rije¢ u uz koje se moze dobiti puno bolja gornja ograda parametra k. U tu svrhu
koristit ¢emo teorem Rickerta iz [53] pomocu kojeg je pokazano da sustav Pellovih jednadzbi

x2—222:1, y2—3z2:1,
ima samo trivijalno rjeSenje.

Teorem 5.3.5 (Rickert, 1993.). Neka je k > 2, te

/ 1 1
=4/1—-— =4/14+ —. 2
01 e 02 + 2 (5 6)

Tada za sve p1,p2,q € Z, q > 0, vrijeds

01 — (271k) g7,

max{

gdje je
log(12k+/3 + 24)
log(27(k? —1)/32)°

A= A(k) =
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Umjesto sustava ([5.12)), (5.13)), kre¢emo od njemu ekvivalentnog sustava

(k—1)2% —4ka® = —3k—1, (5.27)
(k4+1)2% —dky* = —3k+1. (5.28)

)V
e

pa o¢ekujemo da su racionalni brojevi 2x/z i 2y/z, pri ¢emu je (z,y, z) rjeSenje sustava (5.27)),
(5-28), dobre aproksimacije kvadratnih iracionalnosti \/(k —1)/k i \/(k+1)/k. To ¢éemo i
pokazati u sljedecoj lemi.

Uocimo da je

te analogno
3k—1
k22 7

Lema 5.3.6. Neka je k > 2, 01 i 03 dani s (5.26), te (z,y, z) € N rjesenje sustava jednadzbi

1 . Tada je

2
max{|6; — i”| 105 — y|} <2572,
Dokaz. 1z (5.29) je
k=1 20| _3k+1| [h—1 2z
k 2| k22 k z ’

a kako je 4ka? = (k—1)22 +3k+1 > (k—1)22, odnosno 2 > /5=l te /Bl 4 22 5 o, Jhd
V2, dobivamo
_ 3k +1 o T

/ k-1
< ——272< 247572
‘ V2 2v/2
Sli¢no,
—1 -1
k+1 2y| 3k—1| [k+1 2y 3k—1 k+1 k-1 _, L
AL 4 = 2 1.
|\/l<: p 2 IV x2S e AV <o 2 <o

Prema ocjeni iz Rickertova teorema za (p1,p2,q) = (2z,2y, z) dobivamo
2 2
247522 > max{|0; — 7"'”\, 105 — “L|} > (2718) 1271,
z
tj.
log(670.5k) > (1 — \) log z,
gdje je
log(12k+/3 + 24)
log(27(k? —1)/32)
Funkcija k — 1 — A(k) je rastuéa i za k > 29 je 1 — A(k) > 0.01873. Stoga je

1-A=1-Xk)=1-

log z < 53.410g(670.5k).
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Lema 5.3.7. Neka je (x,vy,2) € N? rjesenje sustava jednadzbi (5.27), (5.28) i z ¢ {1,8k? —1}.
Tada je
log z > (4k — 2) log(4k — 3).

Dokaz. U odjeljku pokazali smo da je © = wy, ili z = w), za neki n > 3, gdje su nizovi
(wp) 1 (w])) dani rekurzijama (5.21)) i (5.22)). Otuda slijedi da je pripadni z = s, ili z = s/, gdje

su nizovi (s,) 1 (s),) dani rekurzijama
so=1, s1 =2k+1, spto = (4k — 2)Sp+1 — Sn, n >0,

so=1, 8] =06k —1, s, 0= (4k —2)s;, ., — s, n>0.

Lako mozemo ustanoviti da su nizovi (s,) 1 (s},) rastuéi, pa je stoga
Sp = (4k — 2)sp—1 — sSp—2 > (4k — 2)sp—1 — Sp—1 > (4k — 3)sp—1 > (4k — 3)",
te analogno s, > (4k — 3)™. Dakle,
log z > nlog(4k — 3).
No prema lemi je n > 4k — 2 (jer je n # 0) pa slijedi trazena nejednakost. O

Dakle, za k > 29 treba vrijediti

log(4k — 3)
4k — 2)—————= < 534
( )log(670.5k‘) ’
no s druge strane
log(4k — 3)

f(k) = (4k = 2)log(670.5k)

je rastuéa funkcija (za k > 2) i f(29) > 54.5, §to je u kontradikciji s prethodnom nejednakosti.

56 -
54;
52;

50 -

a8)

I I I I I
26 27 28 29 30

Slika 5.2: @ — (dz — 2)12L52 s 53.4 10

Uoc¢imo da smo primjenom Rickertova teorema dobili znatno bolji rezultat nego primjenom
Bakerove teorije.

Teorem 5.3.8. Neka je k > 29. Ako je d € N takav da je {k — 1,k + 1,4k,d} Diofantova
cetvorka, onda je d = 16k3 — 4k.
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5.3.5 Slucajevi 3 < k <28

Jo§ nam preostaje rijesiti kona¢no mnogo slucajeva za 3 < k < 28. Pokazat ¢emo da se oni
mogu ucinkovito rijesiti pomoéu Bakerove teorije te ¢emo iskoristiti racun iz odjeljka [5.3.3
Buduéi da je k < 28, iz nejednakosti dobivamo

<2710,

logm
Kontradikciju u prethodnoj nejednakosti dobivamo za m > 1.2 - 10'®. Sada nam predstoji
provesti Baker-Davenportovu metodu redukcije za svaki k = 3,4, ...,28, redom. Prema
vrijedi

0 < A=mloga; —nlogas +logas < (2k —1)72™,

log oy log az 1

0<m —n+ < (4k? — 4k +1)"™. (5.30)
log ao logas  logae
v 1 1 1
_ e 088, B =4k? — 4k 11,
log an log o log o

lema povla¢i da nejednakost (5.30) nema rjesenja u prirodnim brojevima m i n takvima
da vrijedi
My <m < M, (5.31)

gdje su My = log (%) /log B, % konvergenta razvoja u verizni razlomak broja x takva da

vrijedi ¢ > 6M, te € = ||ug|| — M - ||kq|| > 0. U prvom koraku redukcije pokazuje se da
41. konvergenta od k zadovoljava uvjete leme [3.3.1| za sve 3 < k < 28, te dobivamo sljedece
vrijednosti za Mi:

k 3 |4 |5 |6 | 7]...]15]16 17| ...|25 |26 |27 |28
My |14 12 11|10 |\ 9| ... |7 |7 |7 |...|/6 |6 |6 |6

U sljedeéem koraku redukcije koji primijenimo za M = 14 dovoljna je 4. konvergenta od &,
za sve 3 < k < 28 i imamo:

kK |3|4]15|6|7]...[15 16|17 |...]25]26 |27 |28
My |3 (22122 ...]2 |2 |2 |...|]1 |1 |1 |1

U sluc¢aju jednadzbe 2v,, = 2w/, dobivamo u prvom koraku redukcije iste vrijednosti kao
u prethodnom sluc¢aju, dok je u drugom koraku redukcije za M = 14 u viSe slucajeva bilo
potrebno uzeti 9. konvergentu zbog ¢ < 0, te dobivamo sljedeée vrijednosti:

k|34 ]5]|6|7]...]15 16|17 |...|25]26 |27 |28
My 716|554 ]...]13 (3 |3 |...713 |3 |3 |3

5.4 Prosirenje Diofantove trojke {a,b,c} i dokaz nepostojanja
Diofantove petorke

U prethodnim odjeljcima pokazali smo kako se rijeSio problem prosirenja Fermatove trojke
{1, 3, 8}, te problem prosirenja familije Diofantovih trojki {k —1,k+ 1,4k}, kK > 3. Ovdje ¢emo
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taj problem istraziti opéenito za neku Diofantovu trojku {a,b,c}, pri ¢emu su a, b, ¢ prirodni
brojevi i a < b < ¢. Nadalje, u ovom odsjecku prezentirat ¢emo rezultate Dujelle [23] 25] gdje
je dokazano nepostojanje Diofantove Sestorke te da je broj petorki konacan. Na kraju odsjecka
dat ¢emo pregled metoda i ideja koje su dovele do dokaza slutnje o nepostojanju Diofantove
petorke.

Oznacimo s r, s,t € N takve da je

ab+1=7r% ac+1=s% be+1=1t> (5.32)

Veé smo na pocetku poglavlja spomenuli da se svaka Diofantova trojka {a,b,c} moze na-
dopuniti elementom
d=dy =a+ b+ c+ 2abc+ 2rst,

gdje sur, s, tdaniu (5.32). Diofantovu ¢etvorku {a, b, ¢, d+ } nazivamo regularnom ili Eulerovom
cetvorkom. Lako mozemo vidjeti da se trojka moze nadopuniti i elementom

d=d_ =a+b+ c+ 2abc — 2rst.
No za ovo nadopunjenje vrijedi 0 < d_ < ¢ic=d4(a,b,d_). Nadalje, d_ = 0 ako i samo ako
vrijedi ¢ = a + b + 2r.
U vezi nadopunjenja elementom d, odnosno nadopunjenja Diofantove trojke do cetvorke,
postavljene su sljedece slutnje.
Slutnja 5.4.1. Ako je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka, onda je d € {d_,dy}.

Slutnja 5.4.2. Ako je {a,b,c,d} Diofantova éetvorka takva da je a < b < ¢ < d, onda je
d - d+.

Ako bi se slutnja pokazala to¢nom, tada bismo za posljedicu imali da ne postoji
Diofantova petorka. Kao §to smo ve¢ napomenuli, tvrdnja o nepostojanju Diofantove petorke
i sama je niz godina bila poznata kao slutnja o Diofantovoj petorci, no nedavno je dokazana

(E7).
Teorem 5.4.3 (He, Toghé, Ziegler, 2019.). Ne postoji Diofantova petorka.

U onom $§to slijedi istaknut éemo neke bitne ¢injenice koje su omoguéile dokaz ove vazne
tvrdnje (teorem [5.4.3)), a koje su usko vezane uz problem prosirenja opéenite Diofantove trojke.

Propozicija 5.4.4. Neka je {a,b,c} Diofantova trojka takva da je a < b < c. Tada je
c=a+b+2r ili ¢c>4ab+a+b>4b,
pri cemu je r dan u ((5.32)). U svakom slucaju vrijedi ¢ > 4r > 4a.

Dokaz. Dokaz se moze naéi u [49], iako treba napomenuti da autor nije koristio notaciju i
terminologiju vezanu uz Diofantove m-torke kojom se koristimo ovdje, a koja je standardna
ve¢ dugi niz godina. O

Diofantovu trojku {a, b, a + b + 2r} nazivamo regularnom ili Eulerovom trojkom.
Problem prosirenja Diofantove trojke {a,b,c} do Diofantove ¢etvorke {a,b,c,d} vodi na
rjeSavanje sustava

ad+1=22% bd+1=19> cd+1=2> (5.33)
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u nepoznanicama d,x,y,z € N. Eliminacijom nepoznanice d moze se pokazati da je sustav
(5.33) ekvivalentan sustavu jednadzbi pelovskog tipa

az’ —ca® = a—c, (5.34)
b2 —cy? = b—c (5.35)

Rjesenje jednadzbe (5.34)) zapisivat éemo Gesto kao zv/a + x+/c, odnosno kao element polja
Q(+/a, \/¢), a rjesenje jednadzbe (5.35) kao zv/b+y/c, §to je element polja Q(v/b, /c). Pokazuje

se da je takav zapis od prakti¢ne koristi, Sto smo imali prilike vidjeti u prethodnim odsjeccima

B2 B3

5.4.1 Rekurzivni nizovi

Lema 5.4.5. Postoje ig,j0 € N 3 zéi),xéi),zgj),ygj) €Z zat=1,...,1, 7 = 1,...,750 sa

svojstvima:

(i) (z(()i),:z:((f)) (zgj),ygj)) su rjesenja od (5.34)), , respektivno;

(i)
(i) a(c—a) 541
b= o’ S\l <V 2
N ces = Y
1< Y 51/;E§:i;<\/t;1’
PN g

za s,t € N dane u (5.32));

(ii) ako su (z,z) (z,y) rjesenja u prirodnim brojevima od ((5.34)), , tada postoje i €
{1,...,i0}, 7€ {1,...,Jo}, m,n € Z, m,n >0 takvi da vrijedi

satave = (Va+alVe)s + vao)",
wVbtyve = (5 Vot y! Vot + Voo

Dokaz. Jasno je da je dovoljno dokazati tvrdnje samo za prvu jednadzbu ([5.34)). Neka je (z,x)
rjesenje od (5.34) u prirodnim brojevima. Promotrimo sve parove (z*, z*) cijelih brojeva danih

2*Va+ e = (zv/a+ zv/c)(s + Vac)™, m € Z.

Lako se vidi da (z*, 2*) zadovoljava (5.34)) te da je z* prirodan broj. Sada iz svih takvih parova
(z*,2*) izaberimo onaj gdje je * minimalan i oznac¢imo taj par s (zg,zg). Definirajmo cijele

brojeve 2’ i 2’ sa
ZVa+a'ye = (20v/a+ x0v/c) (s — evac),
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gdje je e =1, ako je zg > 0, a e = —1 ako je zp < 0. Iz minimalnosti od zg zaklju¢ujemo
x' = sxg — cazg > w0,
sto povlaci
alzo| < (s — 1)z,

odnosno
acxt 4+ ala — ¢) < (ac + 2 — 2s)x3.

Na kraju zaklju¢ujemo

Sada iz toga dobivamo i

1
zgza(carg—i—a—c)g

i<mmyﬂw )Z(s—gg—a)

Upravo smo dokazali da postoji rjesenje (z9,2z¢) jednadzbe (5.34)) koje zadovoljava trazene
ocjene i m € Z tako da vrijedi

zva+ /e = (20va+ z0v/e)(s + Vac)™.

Ostaje pokazati da je m > 0. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je m < 0. Tada vrijedi

(s + Vac)" = a = BV/ac,

gdje su « i B prirodni brojevi koji zadovoljavaju a? — ac3? = 1. Sada imamo z = azy — Bexg i
iz uvjeta z > 0 dobivamo

22 > B%c(c —a) > c(c — a),
Sto je ocito u kontradikciji s ocjenom za |z|. O
Rjesenja (zéi),xg)), (zgj),ygj)) za i = 1,...,i9, j = 1,...,jo nazivamo fundamentalnim
rjesenjima jednadzbi ([5.34]) i (5.35)). Iz prethodne Leme odmah slijedi:

Propozicija 5.4.6. Neka je (z,y,2) € 73 rjesenje sustava (5.34), (5.35). Tada postoje i €
{1,...i0}, j€{1,..., 50}, m,n € Z, m,n >0 takvi da je

2= o) = ),

gdje su (vﬁ,?) i (w,(lj)) nizovi zadani rekurzijama

v(()i) = z(()i), vii) = sz(()i) + cxgi), ”7(7?+2 = 231),(72rl - vﬁ,’?, m > 0; (5.36)
w(()j) = z%j), ng) = tz%j) + cy%j), wT(lj)r2 = 2tw7(lj_il —wW, n>0. (5.37)

Zbog jednostavnosti odsad nadalje éemo izostavljati indekse (7) i (j). Spomenimo da uvijek
postoje fundamentalna rjeSenja jednadzbi i koja ¢e nam dati proSirenje nase
Diofantove trojke do ¢etvorke s elementom d.

Ocito je da su

(20, 0) = (£1,1), (z1,y1) = (£1, 1)
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fundamentalna rjesenja jednadzbi ((5.34) i (5.35) koja daju

z=1vy =wy = *1,

odnosno trivijalna rjesenja sustava (5.34), (5.35). Ovo rjeSenje sustava odgovara nepravom
prosirenju Diofantove trojke d = 0.

Nadalje, fundamentalna rjesenja

(Z071'0) = (:l:t,’l"), (Zl)yl) = (:l:S,T)
impliciraju
z =v] = wj = cr £ st,

rjeSenja sustava ([5.34)), (5.35)) koja odgovaraju prosirenjima Diofantove trojke s elementom

22—1_

C

d= d+.

Mi zelimo pokazati da su to jedina rjesenja sustava jednadzbi ((5.34) i (5.35) koja ¢e voditi
na prosirenje trojke do ¢etvorke s prirodnim brojem.

Lema 5.4.7. Za m,n > 0 vrijed:
vom = 2o (mod 2¢), vam41 = Sz0 + cxp  (mod 2c¢),

wap =21 (mod 2¢), wap41 =tz1 +cy1 (mod 2¢),
gdje su (vy,) i (wy) dani rekurzijama (5.36)  (5.37).
Dokaz. Primjenom principa matematicke indukcije. O

Nadalje, zanimaju nas samo ona rjesenja sustava jednadzbi (5.34)) i (5.35)) koja ée nam dati
prosirenje trojke takvo da je d = (22 — 1)/c € Z. Kako indukcijom mozemo dokazati

v2, =22 (mod ¢), w? =2} (mod c),
iz 2 = vy = wy vidimo da nas zanimaju samo ona fundamentalna rjesenja za koja vrijedi
2=2=1 (modc).

Spomenimo ovdje da iz rezultata u [49] slijedi da u slu¢aju ¢ = a+ b+ 2r imamo zp = z; = £1.

Sljedeéa lema daje nam neke informacije o fundamentalnim rjeSenjima u ovisnosti o parnosti
indeksa u v, = w,,.

Lema 5.4.8. (i) Ako je voy, = way, onda je zo = z1.
(i1) Ako je vamy1 = wap, onda je zoz1 < 0 i cxg — s|zo| = |21].
(111) Ako je vam = want1, onda je zoz1 < 0 i cy; — t|z1] = |z0].
(iv) Ako je vomt1 = waont1, onda je zpz1 > 0 i cxog — s|zo| = cy1 — t|z1].

Dokaz. Dokazat ¢emo prve dvije tvrdnje.
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(i) Neka je vo, = wa,. Tada iz leme imamo
20 =21 (mod 2¢)
pa iz ocjena |zg|, |21] < ¢ zakljuéujemo zp = z1.
(ii) U slucaju da je vom41 = way, iz leme imamo
szp + cxog = z1  (mod 2¢).
Primijetimo da vrijedi

62—CLC—2’% 02—82

co = slz0] = cxg + sz c+s

Nadalje iz ¢ > 4a i ocjene za |zp| dobivamo

0 < cxg — s|z0| < c.

Sada mozemo zakljuéiti, koristeéi |z1| < ¢, da ako je zg > 0, onda je z1 = szp — cxp, a ako

je zop < 0, onda je z1 = szg + cxp.

5.4.2 Veza izmedu indeksa m i n

O]

U sljedecoj lemi iskazat ¢emo vezu izmedu indeksa m i n iz jednadzbe v, = w,. Za dokaz

¢emo Kkoristiti sljedeée ocjene za fundamentalna rjesenja
1 <z <0.841vac, 1 < |z| < 0.421¢,

1<y <0.783Vbe, 1 < |z1] < 0.32¢,
koja se lako dobiju iz leme [5.4.5 kaoia > 1,b> 3, ¢ > 8.

Lema 5.4.9. Ako vrijedi v, = w,, onda jen —1<m < 2n + 1.
Dokaz. Principom matematicke indukcije pokazuje se da za m > 1 vrijedi
v1(2s — )™ < vy, < 0p(28)PmL

Ocijenimo sad v1. Imamo

2 o 2ol
i S 20| ¢ —ca— z; 4 2va > c > c
V1 = S2o Cry = Cxrgog — S|20| = — Y —
cxo + s|z0] 2cxg dxg = 3.364Yac

v < 2cxg < 1.682¢+/ac.

Zmaci, za m > 1 vrijedi

WQS — 1)m71 < Uy < 1.6826%(25)71171.
. ac
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Potpuno analogno za n > 1 dobivamo

ﬁ(% —1)" ! < w, < 1.566¢vbe(2t)" .
: c

Sada v, = wy, za m,n > 1 povladi

(25 —1)™"! < 5.269Vabc?(2t)" L.

Kako je
25 —1=2Vac+1—-1>1.767\/ac
i
2t = 2v/be + 1 < 2.042v/be,
zakljucujemo

(25 — 1)? > 3.12ac > 2t.

To nam daje
(2s — 1)™71 < 2,635 (2t)" < (2t)"TOH < (25 — 1)* 080,

odnosno m < 2n + 1. Sliéno iz

(2t —1)"! < 5.269Vabc2(2s)™ L,

te iz vy, = wy, za m,n > 1, dobivamo n < m + 1.
Ostaje dokazati vg < we i wy < va. Dokazimo prvu nejednakost. Vrijedi

ct /e ( Vbe 1

2
wy = 2tw1 — wp > - >c - > 1.093¢ > vg.
T T T s 50 e V2vh T T\ 1B66 (/o ﬁbc> 0
O

Na isti nac¢in, ako je ¢ dovoljno ,,velik” i ako imamo neku ,,rupu” izmedu elemenata b i c,
mozemo dokazati sljedec¢i rezultat.

Lema 5.4.10. Neka je ¢ > 10'° i neka vrijedi v, = wy, za m,n > 2.
(i) Ako je ¢ > b*5, onda vrijedi m < tn + %.
(ii) Ako je ¢ > b*®, onda vrijedim < In+ 3.

(iii) Ako je c > b?, onda vrijedi m < 3n + 1.

(iv) Ako je ¢ > b>/3, onda vrijedi m < Sn+ 2.

5.4.3 Principi rupa

Sada ¢emo prvo pokazati da jedina rjesenja jednadzbi z = v, = w, s malim indeksima vode na
trivijalno (nepravo) prosirenje trojke s elementom d = 0 ili na posirenje do regularne ¢etvorke.
To slijedi iz dokaza sljedece leme.

Lema 5.4.11. Neka je vy, = wy, id = (v2, —1)/c. Ako je {0,1,2}{m,n} # 0, onda je d < c
ili je d = d, .
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Dokaz. 1z leme slijedi da moramo provjeriti §to se dogada za

(m,n) € {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(2,3),(3,2),(4,2),(5,2) }.

Za ilustraciju ¢emo dati dokaz za (m,n) = (0,0) i (m,n) = (1,2). Ideja dokaza za preostale
slucajeve je slicna, iako su neki od njih tehnicki zahtjevniji.

Neka je (m,n) = (0,0). Tada iz ocjena |zo|, |21] < ¢ odmah dobivamo d < c.

Neka je sad (m,n) = (1,2). Tada je v1 = szp + cxg i we = 21 + 2¢(bzy + ty1). Koristedi
lemu [5.4.8] ako je z; > 0, onda je 29 < 01 cxg + szg = z1. Tada je wo > wy = v1, pa u ovom
slu¢aju ne mozemo imati jednakost v; = wo.

Ako je pak z1 <0, zg > 01

Cry — S20 = —21.

Ako to uvrstimo u relaciju v; = ws, dobivamo
bz1 + ty1 = xo.

Iz toga, i koristeéi da su (z0,x0) 1 (21,91) rjeSenja jednadzbi (5.34)) i (5.35)), dobivamo
(b—a)t? = 22(b— a).

Iz toga nadalje zaklju¢ujemo z9 = ¢, xg =1, 21 = st —cr i y; = rt —bs. To povlaci v; = st +cr
i na kraju
(er +st)? —1

d=-"""1 =" _q,.
C

Sada lako mozemo dokazati sljedece:

Lema 5.4.12. Neka je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d. Tada je
d = dy ili vrijedi d > 1.16c>°b0.

Dokaz. 1z posljednje leme, ako je d # dy, imamo m,n > 3. Tada iz

C 81 4
‘ > Vb3e3 -
3.132Vbe ~ 24-3132 ¢ ©

gdje smo koristili b > 3, ¢ > 8, t > 5, dobivamo

w3 > (2t — 1)

i> 1.16161%¢35 — 1

> 1.16¢25p12,

c

Koristeéi posljednju Lemu, moze se dokazati:
Lema 5.4.13. Koristeéi prethodnu notaciju, vrijedi vs # ws.

Sada, potpuno analogno kao lemu [5.4.12] mozemo dokazati sljedece:
Propozicija 5.4.14. Neka je {a,b,c,d} Diofantova éetvorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d.
Tada je d = d. ili vrijedi d > 2.695¢>°a5.
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Takoder primijetimo da nam za regularnu Diofantovu ¢etvorku {a, b, ¢, dy} vrijedi
c(dab+1) < dy < 4e(ab+1).

Korolar 5.4.15. Neka je {a,b,c,d,e} Diofantova petorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d < e.
Tada vrijedi e > 2.695d3°b>.

Dokaz. Pretpostavimo da je {b,c,d, e} regularna Diofantova ¢etvorka. Tada vrijedi
e < 4d(bc+1) < d*.
No tada ¢etvorka {a, c,d, e} nije regularna, pa prema propoziciji imamo
e > 2.695d%%a%5 > d®,
§to je kontradikcija. Znaci, ¢etvorka {b, ¢, d, e} nije regularna, pa iz propozicijedobivamo
tvrdnju korolara. O
5.4.4 Fundamentalna rjesenja

Nakon svega $to smo pokazali skoro ¢emo u potpunosti moéi odrediti mogucéa fundamentalna
rjeSenja jednadzbi (5.34) i (5.35]) u ovisnosti o parnostima indeksa m i n.

Lema 5.4.16. (i) Ako je vay, = way, onda je zo = z1. Nadalje, |z0] = 1, |20| = cr — st ili
vrigedi |zo| < min{(),869a—5/14c9/147 0.9725_0'300'7},

(i1) Ako je vami1 = wan, onda je zpz1 <0, |z0| =t i |z1] = cr — st.
(117) Ako je vam = want1, onda je zoz1 < 0, |z0] = cr — st i |z1] = s.
(iv) Ako je vomy1 = want1, onda je zpz1 > 0, |z0| =t @ |z1| = s.

Dokaz. Za ilustraciju, dokazat ¢emo tvrdnju (i). Otprije znamo da je u ovom slucaju zp = z;.
Definirajmo
zg -1

do = € N.

c
1z (5:34) i (5:35) slijedi
adg +1 =23, bdg +1 =193, cdo+1 =22,

odnosno skup {a,b,c,dp} je Diofantova Cetvorka. Imamo tri moguénosti. Ili je dy = 0, Sto
povlaéi |z9| = 1, ili je ta Cetvorka regularna, ili je neregularna. Ako je {a,b,c,dy} regularna
cetvorka, iz dy < ¢ (8to slijedi iz ocjene za |zp|), imamo dy = d_, odnosno |zg| = cr — st.
Ako je pak {a,b,c,dp} neregularna ¢etvorka (pri ¢emu se ra¢unalom moze provjeriti da su sve
Diofantove cetvorke {a,b,c,d} za koje vrijedi a < b < ¢ < d < 10° regularne) i |zo| # 1, onda
mozemo zakljuéiti 23 > ¢+ 11 ¢ > 105 Tada imamo

d0228_1>z(2’<1—

C C (&

1 2
> > 0.999°0.
1 c
Iz toga, zajedno s propozicijom [5.4.14] koja povlaci ¢ > 2.695d8'5a2'5, dobivamo
5 > 2.685| 2| a5,

odnosno
20| < 0.869a°/14¢7/14,

Analogno, iz leme [5.4.12| dobivamo |z| < 0.9726=9307. O
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5.4.5 Metoda kongruencija

U ovom dijelu idemo prema tome da dobijemo donju ogradu za indekse m i n u ovisnosti o c.
Za to nam prvo treba definicija standardnih Diofantovih trojki.

Definicija 5.4.17. Neka je {a, b, c} Diofantova trojka za koju vrijedi a < b < c. Trojku {a,b, c}
zovemo Diofantova trojka

e prve vrste, ako vrijedi ¢ > b*?,

e druge vrste, ako vrijedi b > 4a i c > b>5,

o trece vrste, ako vrijedi b > 12a i b%/3 < ¢ < b2,

e Cetvrte vrste, ako vrijedi b > 4a i b < ¢ < 6ab?.
Trojku {a,b,c} zovemo standardnom Diofantovom trojkom ako je ona Diofantova trojka prve,
druge, trece ili cetvrte vrste.
Propozicija 5.4.18. Svaka Diofantova cetvorka sadrzi standardnu trojku.

Dokaz. Neka je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d. Ako ta ¢etvorka
nije regularna, iz propozicije imamo d > ¢, a otprije i ¢ > 4a pa je trojka {a,c,d}
druge vrste.

Neka je sad {a,b, c,d} regularna cetvorka. Tada vrijedi

c(dab+1) < d < 4c(ab+1).

Ako je b>4aic > b5 onda vrijedi d > b5, odnosno trojka {a,b,d} je druge vrste.

Ako je b > 4a i ¢ < b5, imamo dvije moguénosti. Prvo, ¢ = a + b + 2r < 4b i tada
je ¢ < d < 4ac® < 6ac?, pa je trojka {a,c,d} ¢etvrte vrste. Druga je moguénost da je
c¢>4dab+a+bitadajed < c?id>be> /3, odnosno trojka {a,c,d} je treée vrste.

Ostaje nam jos slucaj kad je b < 4a. Tada iz [49] imamo da je c = ¢ za k > 11ili ¢ = ¢}, za
k > 2, gdje su nizovi (cx) i (c},) definirani s

co=0,c1=a+b+2r ¢ = (4ab+ 2)ck—1 — cg—2 +2(a + b),
=0,y =a+b—2r ¢, = (4ab+2)c,_; — Cj_o + 2(a +b).

Ako je sad ¢ > b*>5, onda vrijedi d > 4abc > b*®, odnosno trojka {a,b,d} je prve vrste.
Kako je
co = dr(a+r)(b+r) > 4ab®* > b?,

uvjet ¢ < b%5 povladi c = ¢ ili ¢ = 0’2. Ako je ¢ = ¢1, imamo

cga+b+j§\/c%—¢cﬁ(\/i+\/§+j§> sx/cﬁ<05+2+\j§) < 4.81Vab.

Takoder, ¢ > 4r. Sada imamo d > 4abc > 0.172¢® > ¢? i d < 4cr? < c?r < 2ac? pa je trojka
{a,c,d} cetvrte vrste. Ako je ¢ < b?P i

¢ = cy > 4dab + 2a + 2b,

imamo d < ¢? i d > 4abc > b*c > '8 > /3. Znadi, trojka {a, ¢, d} je treée vrste. O
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Indukcijom lako mozemo dokazati sljedecu lemu.
Lema 5.4.19. Vrijedi:
(i) vam = 20 + 2c(azom? + swom) (mod 8¢?),
(ii) Vomt1 = s20 + c[2aszom(m + 1) + z¢(2m + 1)] (mod 4¢?),
(ii3) won = 21 + 2¢(bz1n? + ty1n) (mod 8¢?),
(iv) wap+1 = tz1 + c2btzin(n + 1) +y1(2n + 1)] (mod 4c?).

Sada ¢emo dobiti donju ogradu za n u ovisnosti o ¢. To ¢emo napraviti metodom kongru-
encija koju su uveli Dujella i Pethé u [22]. Ideja je da promatrajuéi neke kongruencije, uz neke
uvjete, te kongruencije postaju jednakosti za koje se onda obi¢no pokaze da vode na kontra-
dikciju. U naSem slucaju, kako bismo primijenili tu metodu trebat ¢e nam neka ,,rupa” izmedu
elemenata u trojci. Dokazat ¢emo samo jedan slucaj kao ilustraciju. Takoder, u dokazima
sljedec¢ih lema koristi se i lema [5.4.10

Lema 5.4.20. Neka je {a,b,c}, gdje je a < b < ¢, Diofantova trojka prve vrste i neka je
c> 1019 Ako je v,, = wy, in > 2, onda vrijedi n > 01,

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno n < ¢, ITlustrirat éemo tehniku dokaza u slucaju

Vom = Way 1 |20] = 1. Tada leme 115.4.19| povlace
+am?® + sm = +bn* +tn  (mod 4c).

Kako je ¢ > b5, imamo am? < %213 < ¢, sm < 2623 < ¢, bn? < 28 < citn < 0623 < ¢.
Odnosno, nasa kongruencija ustvari je jednakost

+am? 4 sm = +bn? + tn.
Ako to dvaput kvadriramo, dobivamo
[((am? — bn?)? —m? —n?)? = 4m?n? (mod c).

Sada imamo 4m?n? < (%7 < ¢ i [(am? — bn?)? —m? — n?)? < 9% < ¢, odnosno ponovno
imamo jednakost
[(am?® — bn?)? — m? — n?)? = 4m>n?,

§to povlaci
am?® —bn® = +m £ n.

Ako to kombiniramo s +am? + sm = +bn? + tn, zakljuéujemo
m(s+1)=n(t+1).
Nadalje imamo

(sE£D[t(sxt1)—(t£1)s] (st 1)(£tFs)

tla(t+1)2 —b(s£1)2]  £(+2at + 25 £ 2bs — 2b)

Kako vrijedi

(5 )7 5)| 2 (s - 1)t - ) = S DL 2653;21) e 2@
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| + 2at + 2a F 2bs — 2b| < 4bs + 4b < 6bv/ac,

imamo
c
n> Ve > D377
12v/b
odnosno dobili smo kontradikciju s n < ¢?9%. O

Lema 5.4.21. Neka je {a,b,c}, gdje je a < b < ¢, Diofantova trojka druge vrste i neka je
c > 1019 Ako je v,, = wy, in > 2, onda vrijedi n > 04,

Lema 5.4.22. Neka je {a,b,c}, gdje je a < b < ¢, Diofantova trojka treée vrste i neka je
c> 1019, Ako je v,, = wy, i n > 2, onda vrijedi n > %15,

Lema 5.4.23. Neka je {a,b,c}, gdje je a < b < ¢, Diofantova trojka éetvrte vrste i neka je

c > 10 Ako je vy, = wy, in > 2, onda vrijedi n > 2.

5.4.6 Linearne forme u logaritmima

Sli¢no kako je to napravljeno u prethodnim odsjec¢cima, u sluc¢ajevima prosirenja trojke {1, 3,8}
i parametarske familije trojki {k — 1,k + 1,4k} mozemo dokazati sljedeéi rezultat.

Lema 5.4.24. Ako je vy, = w, za m,n # 0, onda vrijedi

Vb(zov/¢ + 20v/a)
Va(yive + z21v/b)

Dokaz. Primijetimo prvo da za svaku Diofantovu trojku {a,b,c} vrijedi ¢ > b+ /c. Nadalje,

0 < mlog(s + vac) — nlog(t + Vbe) + log < gac(s + Vac) ™.

1
vm_zﬁ

wn = 21@[@1@%1@(” Vbe)" + (21Vb — /e (t = Vbe)"].

[(z0v/a + zov/e)(s + Vac)™ + (20v/a — zov/c) (s — Vac)™],

Ako definiramo .

P = —=(z0va+ zov/ec)(s + Vac)™,

B

Q= 1b(zl¢z§+ Vo)t + Voo™,

relacija vy, = w, povlaci

cC—a C —

b1
bQ'

Kako je m,n > 1, lako se pokaze da vrijedi P,Q > 1. Sada imamo

P —

Pl=Q-

_P—Q=(§—1>P4—(g—1>04>(5—1)uf1—Q4):(E—Q(Q—Pﬂr%ra

a a
iz cega zakljuc¢ujemo P > ). Nadalje,

P—-Q c—a\ _o 1
P hd
P << a > <3
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pa imamo

P P - 2(c —
0<logQ:—log<1— PQ>< (c a)P_2:
a

:2(c—a) a

" . (zo\/&+xoﬁ)2 (s—{—\/@)—%n‘

Sada tvrdnja leme slijedi iz

2(c—a) a 2(z0v/a — x9+/c)? < 2(|z0]v/a + xo\/c)? < 2ac? 8
. = = —ac.
a (z0v/a + x0+/c)? c—a - c—a T o2 3

=~

O]

Ako ovo kombiniramo s donjom ogradom za linearne forme koju mozemo dobiti iz jednog
od Matveevih teorema, uz uvjet ¢ > max{b5/3, 1099} dobivamo da vy, = wy,, m,n # 0 povlaci

m

3.826 - 102 log? c.
log(3L3(m + 1)) o8¢

5.4.7 Postoji samo kona¢no mnogo Diofantovih petorki

Propozicija 5.4.25. Neka je {a,b,c} standardna Diofantova trojka za koju vrijedi ¢ > 102171,
Ako je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka za koju vrijedi d > ¢, onda je d = d.

Dokaz. Pretpostavimo d # dy. Tada imamo m > 3 i n > 3 pa imamo donju ogradu n > c*9,

odnosno

m+12n>co'01.

To nadalje povlaci
m

log(31.3(m + 1)) log?(m + 1)
odnosno m < 5.108 - 10?! i konaéno ¢ < (m + 1)190 < 102171, O

< 3.826-10',

Korolar 5.4.26. Neka je {a,b,c} standardna Diofantova trojka za koju vrijedi ¢ < 2.695b3° i
c > 102", Ako je {a,b,c,d} Diofantova éetvorka, onda je d =dy ilid=d_.

Korolar 5.4.27. Neka je {a,b,c} standardna Diofantova trojka treée ili ¢eturte vrste i ¢ >
1027, Ako je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka, onda je d =d, ili d = d_.

Dokazimo sada da postoji samo konatno mnogo Diofantovih petorki.

Teorem 5.4.28. Neka je {a,b,c,d,e} Diofantova petorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d < e.
Tada je e < 1010%°.

Dokaz. Promotrimo Diofantovu ¢etvorku {a,b,c,d}. Tada znamo da ona sadrzi standardnu
trojku {4, B,C}, gdje je A < B < C = d. Ako pretpostavimo da je d > 1021"' {A B, C, e} je
regularna ¢etvorka i vrijedi

e < 4d(bc+1) < d*.

S druge strane iz korolara [5.4.15] imamo
e > 2.695d3°b%° > d3,

odnosno dobivamo kotradikciju. Znaci d < 10%17%,
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Promotrimo sada cetvorku {A, B,C = d,e}. Element e dobivamo prosirenjem trojke
{A,B,C = d} pa mozemo koristiti rezultate koje smo dobili za prosirenje opcenite trojke
{a,b,c} u ovom odsjecku. Tada je ed + 1 = V2. Iz gornje ograde za d dobivamo

m

< 9.561 - 10",
log(31.3(m + 1))

odnosno m < 5.109 - 1021, Nadalje,
Vi < LTCVAC(2VAC + 1)1 < 2m . gm+05,

Sada imamo

V2-1 V2

= < SMocgqm g2m

‘T ¢ d

pa tvrdnja teorema slijedi iz gornjih ograda za m i d koje imamo. O

Korolar 5.4.29. Neka je {a,b,c,d,e} Diofantova petorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d < e.
Tada je d < 10217 j e < 1010%¢

Spomenimo kao napomenu, da bismo koristenjem teorema Bakera i Wiistholza umjesto te-
orema Matveeva dobili malo 10giji rezultat: d < 10%!1 i e < 1010%%,

5.4.8 Ne postoji Diofantova Sestorka

U ovom odsjecku ¢emo dokazati nepostojanje Diofantove Sestorke. Tu ¢emo umjesto linearnih
formi u logaritmima Koristiti hipergeometrijsku metodu, odnosno Bennettov teorem koji smo

1 b

0, = \/-i- \/1+
=1+ —=4/1+—
+bc +abc

Propozicija 5.4.30. Neka su z,y,z € N rjeSenja sustava jednadzbi (5.34) i (5.35). Tada

ranije naveli.
Prvo definirajmo brojeve

vrijedi
sbx tay c 9
max{01 abz |’ 02 = abz }<2a c
Dokaz. Imamo
sbx s |la sbx
Y| T a\[‘abz—az\f'ﬁ””
s c—a s(c—a) c o

< —:Z

: <
azy/c zva+x/e T 2av/acz?

Analogno dobivamo
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Kombinirajuéi ovu prethodnu propoziciju s Bennettovim teoremom [3.2.10] mozemo doka-
zati:

Lema 5.4.31. Neka je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d.
(i) Ako je ¢ > 344.96%5a3> onda vrijedi d < c*7%2.
(ii) Ako je c > 296.4b'1 5014 onda vrijedi d < 47,

Dokaz. Dokazimo tvrdnju (7). U notaciji Bennettova teorema [3.2.10| imamo ag = 0, a1 = a,
ag = b, N =abc, M = b, q = abz, p1 = sbx i po = tay. Kombinirajuéi donju ogradu iz tog
0 — —

teorema za
max
{ abz }

zajedno s gornjom ogradom iz propozicije |5.4.30| dobivamo
log(32.5a2b%¢?) log(1.7¢%(b — a)~2)

1.7¢
log ( 16.5ab* (b—a)? )

sbx tay

D)
’ abz

log z <

Iz uvjeta ¢ > 344.96%5a>° zakljucujemo
log z < 14.311ogc,

odnosno

y < 614'31

Metodom kongruencija mozemo kao i prije dobiti donju ogradu za n u ovisnosti o c.

Lema 5.4.32. Neka je {a,b,c} Diofantova trojka za koju vrijedi a < b < c. Pretpostavimo da
je 2 = Uy = wy 2an > 2.

(i) Ako je ¢ > max{b'16,2.97 - 1016}, onda vrijedi n > c*0815,
(i) Ako je b > 4a i c > max{b*®, 1.5 10'3}, onda vrijedi n > 1.

Propozicija 5.4.33. Ako je {a,b, c,d} Diofantova éetvorka za koju vrijedi c > max{296.4b'1-6q14,
2.97-10%} ili b > 4a i ¢ > max{344.96%°a3° 1.5 - 103} te d > ¢, onda vrijedi d = d. .

Dokaz. Dokazimo tvrdnju za ¢ > max{296.4b'"%a!#4 2.97-10'6}. Pretpostavimo da je d # d.

Tada jen >3 i
c

Wy, >
"7 3.132Vbe

S druge strane, iz leme[5.4.31/imamo z < ¢!1'?4, §to povlaéi n < 22. To nam daje ¢ < 12.97-10'6,
kontradikciju. O

(1.999Vbe)" L > c5+1,

z =
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Dokazimo da ne postoji Diofantova Sestorka. Pretpostavimo suprotno, neka je {a, b, c,d, e, f}
Diofantova Sestorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d < e < f. Iz korolara [3.5 imamo

e > 2.695d%°b*5 > 2.695(4abc)>?b*° > 344.96%5435.
Ako je b < 4a,ondajec>a+b+ 2r > %b pa imamo
e > 2.695 - 2.25%5%5 (4a) 40?1 > 296.451 0014,

Pretpostavimo sad da je
e>2.97-10'
ili
b<4da,e>1.5-10'.
Iz propozicije |5.4.33| zakljucujemo da je {a,b, e, f} regularna ¢etvorka, sto povlaci

f <de(ab+1) < €3,

no s druge strane iz korolara [5.4.15[ imamo f > e3?, §to je kontradikcija.

Ostaje vidjeti sto se dogada ako je
e <2.97-10'

ili
b<da, c<1.5-10',
no ti preostali slucajevi su dovoljno ,,mali” da se ra¢unalnim programom moze provjeriti da

takva Sestorka ne postoji. Primijetimo da nam gornja ograda za e daje i gornju ogradu za
elemente a, b, ci d.

5.4.9 Ideje dokaza o nepostojanju Diofantove petorke

Prvi veliki korak u dokazivanju nepostojanja Diofantove petorke napravio je Dujella koji je
dokazao da postoji konacno petorki i da ne postoji Diofantova Setorka. Te rezultate smo pre-
zentirali u prethodnim odsjeccima. Dujella je u [27] dao i prvu ogradu za broj Diofantovih
petorki; dokazao je da ih ima najvige 101930,

Sljedeé¢i vazan korak napravio je Fujita [41] koji je dokazao da ako je {a,b,c,d, e} Diofan-
tova petorka takva da vrijedi a < b < ¢ < d < e, onda je {a,b,c,d} regularna ¢etvorka. U
svom dokazu Fujita je provjerio da za jos vise malih indeksa ne mozemo imati rjeSenje jed-
nadzbe z = v, = wy, osim ako je ¢ < d = (22 — 1)/c = dy. To je omoguéilo dobivanje
bolje rupe izmedu elemenata u cetvorki. Nadalje, uveo je precizniju definiciju standardnih
Diofantovih trojki te je poboljsao teoreme Rickerta i Bennetta u posebnom sluc¢aju. Takoder,
njegovi rezultati u kojima je dobio i bolju ogradu za elemente u petorci omoguéili su znatno po-
boljsanje gornje ograde za broj petorki. Naime, u [43] je dokazano da petorki ima najvise 10276,

Nakon toga uslijedila je serija rezultata gdje je znatno poboljsana ograda za broj petorki.

Prvo su Filipin i Fujita [35] dalje poboljsavajuéi hipergeometrijsku metodu dokazali da je pe-
torki najvise 10%6. Zatim su isti autori zajedno s Elsholtzom [34] dokazali da je petorki najvise
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6.8 - 1032, gdje je uveden potpuno novi naéin prebrojavanja petorki kada znamo gornju ogradu
za njihove elemente. Koristeéi slicne metode, najbolji rezultat prije dokaza o nepostojanju
petorke dali su Cipu i Trudgian [12], gdje su dokazali da petorki moze biti najvise 1.18 - 1027,

Konaé¢no, za dokaz nepostojanja Diofantove petorke [47] koristene su sljedece inovativne
ideje i metode:

e Autori su uveli definiciju operatora na Diofantovim trojkama koji je dao udaljenost
odredene trojke do Eulerove trojke {a,b,a + b+ 2r}; tako su klasificirali sve trojke.

e Nadalje, autori su koristili najbolje poznate rezultate iz Bakerove teorije linearnih formi
u logaritmima, $to im je omogucilo dobivanje dovoljno ,,male* gornje ograde za elemente
kako bi se preostali slucajevi mogli provjeriti racunalom.

e Konac¢no, autori su koristili potpuno nove kongruencije u slu¢aju Eulerovih cetvorki
{a,b,a+b+2r,4r(r+a)(r+b)} kada se promatralo prosirenje takve cetvorke do petorke.
Ako se prisjetimo, kada su Dujella i Pethd uveli metodu kongruencija, morali smo imati
neku dovoljno veliku rupu izmedu elemenata da bi metoda bila uc¢ikovita.
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Poglavlje 6

Diofantove m-torke u razlicitim
prstenima

Diofantovu m-torku definirali smo kao skup medusobno razli¢itih prirodnih brojeva za koji
vrijedi da je umnozak bilo koja dva broja uveéan za 1 jednak punom kvadratu nekog prirodnog
broja. Cijelo prethodno poglavlje posveceno je tome da se obrazlozi ¢injenica da je najveéi
mogudi takav skup Diofantova cetvorka, odnosno da ne postoji Diofantova petorka u Z. Dakle,
nas$ problem odredivanja najveée moguce veli¢ine Diofantovog skupa do sada je bio smjesten
u prstenu cijelih brojeva Z. Prirodni slijed razmatranja bio bi prouciti mogudée veli¢ine takvih
skupova u nekom drugom prstenu ili polju. Naime, u komutativnom prstenu s jedinicom 1, R,
smisleno je definirati Diofantovu m-torku u R kao skup {ai,...,an} C R za koji vrijedi

®a; #a;,1<i<j<m,
e a; £0,i=1,...,m,

e q;a;+1= %,ﬁijGR,1§i<j§m.
U ovom poglavlju reé¢i ¢emo nesto o Diofantovim m-torkama u polju racionalnih brojeva i
prstenu Gaussovih cijelih brojeva.

6.1 Racionalne Diofantove m-torke

Diofantovu m-torku u polju Q nazivamo racionalna Diofantova m-torka. Diofant je nasao prvu

takvu ¢etvorku
1 33 17 105

He 162 16
Euler je Fermatovu cjelobrojnu ¢etvorku {1, 3,8,120} uspio nadopuniti do racionalne Diofan-
tove petorke elementom

777480
e=———.
8288641

Opéenito, Dujella ([16]) je racionalnu Diofantovu éetvorku {a, ag, as, a4} nadopunio do petorke
elementima a5i:

((a1 + a2 + a3z + as)(a1a2a304 + 1) + 2(a1a2a3 + ar1a2a4 + a1a364 + asazas = 12613814623824834))
(a1a2a3a4 — 1)2

)

(6.1)
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gdje je a;a; +1 = 2 7a1<i<j<4. Zaista,

ij
(a1€23824834 £ E12€13614)2
(a1a2a3a4 — 1)2

a1a5i+1 =

Y

to analogno vrijedi i za ostale aiag +1=0,1=2,3,4.
Prvi primjer racionalne Diofantove Sestorke nasao je Gibbs 1999. godine ([44]):

{£ 35 155 512 1235 180873}
19271927 277 277 48 7 16

Zanimljivi su i primjeri racionalnih Diofantovi Sestorki s razli¢itim (mjeSovitim) predznacima
koje je pronasao Dujella ([29]). Na tisuce pronadenih primjera racionalnih Sestorki dalo je
naslutiti da bi ih moglo biti beskonaéno mnogo, sto je 2017. godine i dokazano u [30].

Teorem 6.1.1 (Dujella, Kazalicki, Mikié¢, Szikszai, 2017.). Postoji beskonacno mnogo raci-
onalnih Diofantovih Sestorki, kako onih s pozitivnim elementima, tako i onih s razlicitim pred-
zZnacima.

Za prethodni rezultat primijenila se veza Diofantovih m-torki s eliptickim krivuljama.
Svaka racionalna Diofantova trojka {a, b, c} inducira jednu elipticku krivulju. Naime, problem
prosirenja skupa {a, b, c} do cetvorke ekvivalentan je sustavu

ar+1=¢E%bx+1=n% cx+1=1> (6.2)
koji rjesavamo u polju Q. Prethodnom sustavu mozemo pridruziti elipticku krivulju
E: y*=(ax+1)(bz+1)(cx+1) (6.3)

za koju jos kazemo da je inducirana Diofantovom trojkom {a,b,c}. Opéenito, skup racionalnih
tocaka elipticke krivulje E' u oznaci F(Q) ¢ini Abelovu grupu s obzirom na prirodno definirano
zbrajanje tocaka s krivulje uz pridruzenu tocku u beskonac¢nosti O koja je neutralni element
zbrajanja (za detalje vidjeti u npr. [32], poglavlje 15). Konkretno, za elipticku krivulju

vrijedi da su
a b c

racionalne tocke reda 2 te

B |1 y(ab+1)(ac+1)(bc + 1)
P=10.1] S_[abc’ abc

(6.4)

jos dvije racionalne tocke. Lako se moze pokazati da svako rjesenje x € Q sustava (6.2)) inducira
racionalnu tocku elipticke krivulje E. Sljedeci teorem daje odgovor na pitanje kada racionalna
tocka s F inducira rjeSenje sustava (6.2]).

Teorem 6.1.2 (Dujella, [24]). z-koordinata tocke T € E(Q) zadovoljava sustav ako i
samo ako je T'— P € 2E(Q) (g9dje je 2E(Q) ={T+T : T € E(Q)}).

U nastavku z-koordinatu tocke T € F(Q) oznacavat ¢emo s 2(T"). Nadalje, moze se pokazati
da je S € 2E(Q), odnosno da je S = [2|R gdje je

rs+rt+st+1 (r+s)(r+1t)(s+t)

)

R =

abe abe
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teab+1 =12 ac+1 =52 bc+ 1 = t2 Stoga, ako z(T) zadovoljava sustav (6.2)), onda i
(T £ S) takoder zadovoljavaju taj sustav. Prethodna tvrdnja moze se provjeriti direktnim
racunom. Naime, x(7T £ S) su upravo navedeni elementi a?f, u , za (a1,a2,as,aq) =
(a,b,c,x(T)) te vrijedi da su asad + 11 agag + 1 potpuni kvadrati. Dakle, z(T)x(T £ S) + 1
su potpuni kvadrati. Stoga se ¢etvorka {a,b,c,z(T)} moze nadopuniti do petorke na dva
nac¢ina: {a,b,c,z(T),z(T — S)}i{a,b,c,z(T),z(T + S)}, a uz samo jedan dodatni uvjet skup
{a,b,c,z(T — S),z(T),z(T + S)} ¢ini racionalnu Diofantovu Sestorku. Taj uvjet glasi:

(T - S)z(T+8S)+1=q"

za neki g € Q. Pokazuje se da je taj uvjet zadovoljen ako je S reda 3 (tj. [3]S = O) jer je tada
(T —S) = (T + 29).
Uz supstituciju  — _r—, y = - elipticka krivulja E transformira se u

E: y? = (x + ab)(z + ac)(z + be).
Tocka S prelazi u S = [1,rst] i reda je 3 ako i samo ako vrijedi
—a'b?® + 203032 + 20307 — b1 + 207033 — a?b3 et + 120203 + 6a%be+
6ab’c + 6abc® + 4ab + 4ac + 4bc + 3 = 0.

Prethodni izraz moze se shvatiti kao simetri¢na jednadzba u a,b,c pa je se moze svesti na
jednostavniju pomoc¢u elementarnih simetri¢nih polinoma

o1 =a+b+c, o9 =ab+ ac+ bc, o3 = abe.

Tako dobivamo
4oy(1 + 03) = 0203 — 1205 — 60103 — 3. (6.5)

Kombinirajuéi prethodnu jednadzbu s uvjetom (ab+ 1)(ac+ 1)(be+ 1) = (rst)? koji je ekviva-
lentan
O’§+0103+0'2+1 = [,
dobivamo
(202 + o103 — 1)?

=0 = 1+o2=0.
4(1—!—032)) NEE

t2—1

Zadnji uvjet moze biti ispunjen za o3 = 5.

Iz uvjeta da polinom
pX)=X? -0 X+ X —03=(X—a)(X —b)(X —¢)

ima tri racionalna korijena slijedi da je diskriminanta polinoma p kvadrat:

0202 — 403 — 4003 + 18010903 — 270% = [
Kako se prema ([6.5)) varijabla oo moze prikazati preko o1 i o3, slijedi da je prethodni izraz
jednak
(=27 — 902 — 270103 + o303 — 5403)(—1 + o103 + 203)3
16(1 + 03)?
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odnosno
(=27 — 90% — 270103 + o303 — 5403) (=1 + o103 + 203) (1 4+ o2) = [0.
N——
=0
Prethodna relacija moze se shvatiti kao kvartika u varijabli o1, pri éemu uzimamo da je o3

fiksan. Kvartika se moze transformirati u elipticku krivulju na Q(¢) (npr. vidjeti Propoziciju
15.1 na str. 461 iz [32]) pa se uz o3 = 7522—;1 dobiva:

y? =2 + (3t — 212 + 3)a? + (3% + 1265 + 184 + 1262 + 3)x + (¢2 + 1)S. (6.6)

Detaljan izvod ove konstrukcije prikazan je u [30]. Totka R = [0, (t? + 1)3] s krivulje
je tocka beskona¢nog reda. Svakom visekratniku tocke R, odnosno tocki [m]R, odgovarat ée
jedna racionalna Diofantova trojka {a, b, c} (pri ¢emu ih se moze dobiti tako §to se tocka [m|R
transformira na kvartiku). Za tocku [2]R dobiva se familija racionalnih Diofantovih trojki:

be) — 18t(t — 1)(t + 1) (t—1)(2+6t+1)2 (t4+1)(t2 — 6t +1)2
(a,b,¢) = ((t2—6t+1)(t2+6t+1)’6t(t+1)(t2—6t+1)’6t(t—1)(t2+6t+1)>

koja se do Sestorke nadopunjuje elementima d = x([3]P), e = z([3|P + S), f = z([3]P — 5) (a
tocke P, S su kao u (6.4)). Elementi d, e, f dani su sljede¢im (nimalo jednostavnim) izrazima:

d = (G(t +1)(t— 1) (% + 6t + 1)(t2 — 6t + 1)(8t5 + 275 4 24t* — 54¢3 + 2442 4 27¢ 4 8) (85 — 27t + 24¢? + 54¢3 + 2442 — 271 4+ 8)
(% 4+ 22t% — 174¢* 4 2262 + 1)) / (t(37t12 — 885t10 4 97353 — 13678t% + 9735t — 885t2 + 37)2) ,

e = (—2t(4t6 — 111 41862 4 25)(3t7 + 14t% — 4265 + 30t + 5143 4+ 1862 — 12¢ + 2)(3¢7 — 1415 — 4265 — 30t* + 5142 — 1812 — 12t — 2)
(2 + 3t — 2) (% — 3t — 2) (2t + 3t — 1)(2t% — 3t — 1)(t% + 7)(7t> + 1)) /
(3(z +1)(t2 — 6t + 1)(t — 1)(t% + 6t + 1)(16t1% + 14142 — 150010 + 7586t% — 272445 + 165¢% + 42442 — 12)2) ,

f = (2t(25t6 +18t% — 11162 4+ 4)(2t” — 12¢% +18¢% + 51¢* + 305 — 4262 + 14t + 3)(2t7 + 12¢% + 18t° — 51¢* + 303 + 42t 4 14t — 3)
(2t% + 3t — 1)(2t% — 3t — 1)(t% — 3t — 2)(¢% + 3t — 2)(t2 + 7)(7t% + 1)) /

(S(t +1)(t2 — 6t + 1)(t — 1)(t2 + 6t + 1)(12¢1* — 424612 — 165¢10 4 272448 — 758618 + 1500t* — 14142 — 16)2) .

Iz opisane konstrukcije zaklju¢ujemo da postoji beskona¢no mnogo racionalnih Diofantovih
trojki koje se na beskona¢no nacina mogu prosiriti do racionalne Diofantove Sestorke. No pos-
toji konstrukcija koja nadopunjuje racionalnu Diofantovu ¢etvorku do Sestorke i pomoc¢u koje
se dobiju parametarske formule za elemente Sestorke koje su nesto jednostavnije ([31]).

Na kraju navedimo da nije poznato postoji li racionalna Diofantova sedmorka. Poznati su
primjeri ,,skoro sedmorki” u kojima nedostaje samo jedan uvjet za ,,pravu sedmorku”. Tako je
Gibbs pronasao nekoliko primjera racionalnih Diofantovih petorki koje se na dva na¢ina mogu
prosiriti do Sestorke, npr.

{@ 1147 1100 7820 ﬁ}
560" 5040° 63 ’ 567 " 112
38269 196

moze se nadopuniti elementom <=7 ili elementom 2. Ostali zanimljivi primjeri racionalnih

Diofantovih Sestorki mogu se naéi na https://web.math.pnf.unizg.hr/~duje/ratio.htmll

6.2 Diofantove m-torke u prstenu Gaussovih cijelih brojeva

U proucavanju Diofantovih m-torki u prstenu Gaussovih cijelih brojeva, Z[i| = {a +bi : a,b €
Z}, moze se, za pocetak, slijediti strategija koja se primijenila u skupu cijelih brojeva (zapravo
u N). Stoga ¢emo ukratko reéi nesto o prosirenju Diofantove trojke

{(k—1,k+ 1,4k}, k € Z[]\{0, £1},
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u prstenu Z[i] ([36]). Podsjetimo se, u odjeljku pokazano je da je proSirenje navedene
Diofantove trojke u N jedinstveno i to elementom d = 16k* — 4k (teorem [5.3.1)). Stovise, tamo
smo efektivno pokazali da je primjena teorema za simultanu aproksimaciju kvadratnih korijena
racionalnih brojeva blizu 1 vrlo u¢inkovita. Konkretno smo primijenili Rickertov teorem [5.3.5
no mogao se koristiti i opéenitiji Bennettov teorem [3.2.10] Navedeni teoremi vrijede u prstenu
cijelih brojeva pa ih se u ovom slu¢aju ne moze primijeniti. No 2006. godine Jadrijevié i Ziegler
([48]) uspjeli su poopéiti Bennettov teorem za prsten cijelih brojeva imaginarnih kvadratnih
polja. Za neki kvadratno slobodan D € N oznac¢imo kvadratno prosrenje od Q s K = Q(v/—D)
(imaginarno kvadratno polje) te skup svih algebarskih cijelih brojeva u K s Ok . Uz dogovorene
oznake vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 6.2.1 (Jadrijevié, Ziegler, 2006.). Neka su ai,...,a, medusobno razliciti algebarski
cijeli brojevi iz Ok, A =max |a;|, T € Ok, |T| > A te

@:1H+%J§i§m

(m+1)™ 7|

Nadalje, neka je ag =0 ¢

[ = )
Cm mm ’T|—A’
1 m—+1 T _A m
L= oy (I
Am™ [To<icj<m laj — ai T
2| +34
b=\ —2a
P — |T"2m+3nogi<j§m|ai—aj’2 ' 2|T|+ 3A
mingz; |a; — ag|™ 2T

. 3T (m—1 .
gdje je ¢,y = MTI'(FL(mi)l)' Ako je L > 1, onda

max{ 91—‘12 ey Gm—pm‘} > cq™?
q
za sve algebarske cijele brojeve pi,...,pm,q € Ok, pri cemu je
log P
A =1
+ log L’
¢! = 2mpP (max {1,201} ",

U sluéaju m = 2, koji je i potreban za primjenu proSirenja familije Diofantove trojke
{k =1,k + 1,4k} do ¢cetvorke, iskaz prethodnog teorema je jednostavniji:

Korolar 6.2.2. Neka su a; # a2 € Og, A = max{|ai|, |az2|}, T € Ok, |T| > A te

al a9
Or = [14+ =, 0y = /1 + 2.
! Tt T
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Ako je

27T B 27(|T| — A)?
64(’T‘ —A)’ 16’0,1‘2‘&2’2‘&1 —CL2’2

2|T’ + 3A 16|a1|2]a2|2|a1 — a2|2
S el e - P 2T + 3A),
P=\opr - 24 (in{Ja], Jal, Jar — ag)p L+ 34)

log P
A=1+ l(())iL’ ¢! = 4pP (max {1,217,

max {

vrijedi za sve algebarske cijele brojeve pi,p2,q € Ok.

l > 1,

onda nejednakost

o -2 |o, - 22

} > cq7>‘
q

Prethodni rezultat se, slicno kao sto je pokazano u odjeljku koristi da bi se pokazalo
da su jedina rjesenja u x € Zli] sustava pelovskih jednadzbi:

)

(k4+1)2% — (k—1)y? =2, 4ka? — (k—1)22 =3k +1 (6.7)

za dovoljno veliku vrijednost parametra k, k € Z[i]\{0, £1}, jednaka x = +1 i x = +£(4k* —

2k — 1). Konkretno, primjenjuje se na brojeve 0&1) i 051) koji su definirani na sljedeéi naé¢in:

k+1 9(2)__

1
k-1 1 .

o) = [T g = ph),

k-1
a predznaci su odabrani tako da vrijedi
(1)_Q’<‘(2)_Q 1 _ = <‘(2)_i
)91 z_01 x’% 23:_92 2z’

pri ¢emu je (z,y,z) € Z[i]* rjesenje sustava (6.7). Napomenimo da za /o, a € C, uzimamo
onaj korijen za koji je Re(y/a) > 0, a u sluéaju Re(y/a) = 0 onaj za koji je Im(y/a) > 0.
Konaéno, dobiva se trazena tvrdnja (o rjesenjima sustava (6.7)) uz pretpostavku |k| > 350.
Prehodni slucajevi, |k| < 350, mogu se rijesiti pomoéu Bakerove teorije o linearnim formama u
logaritmima algebarskih brojeva i metode redukcije. Zanimljivo je da se ovdje provjera uvjeta
Bakerova teorema (tj. nekog od teorema tog ,tipa”, npr. 4.1.5): A = log% =% 0 pretvara u

izazovan problem. Nadalje, zanimljivo je da se za neke k, 1 < |k| < 5, dobivaju jos neka
fundamentalna rjeSenja jednadzbi osim x = 41, §to rezultira da su rjeSenja pojedinih
jednadzbi opisana s jos nekim rekurzivnim nizovima. Konac¢no, pokazuje se da vrijedi tvrdnja
analogna onoj u realnom slucaju:

Teorem 6.2.3. Neka je k € Z[i]\{0,£1} i {k — 1,k + 1,4k,d} Diofantova cetvorka u Z[i].
Tada je d = 16k3 — 4k.

U [5] je potpuno analogno pokazano da se Diofantova trojka {k,4k + 4,9k + 6}, k €
Z[i]\{0, —1} jedinstveno prosiruje u Z[i] elementom d = 144k3 + 240k? + 124k + 20. Zanim-
ljivo je da se ista procedura, konkretno primjena teorema [6.2.1] nije mogla provesti u slucaju
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Diofantove trojke {k — 1,k + 1,16k% — 4k} ([1]). U slucaju primjene teorema na sustav
jednadzbi

(k4 1)2* — (k—1)y* =2, (16k% — 4k)z* — (k — 1)2* = 16k> — 5k + 1,

uvjet L > 1 nije zadovoljen za dovoljno velike k. S druge strane, ako se isti teorem pokusa
primijeniti na sustav

(163 — 4k)y? — (k+ 1)22 = 16k> — 5k — 1, (16k> — 4k)z? — (k — 1)22 = 16k — 5k + 1,

ograda za |z| koju bismo dobili ne bi bila polinomijalna (jer je A > 2 za |k| > 1.9). Ipak, primje-
nom Baker-Wiistholzovog teorema m problem nadopunjenja trojke {k — 1,k + 1,16k — 4k}
do &etvorke moze se rijesiti djelomicéno, za |k| > 5-1037. Navedena trojka moze se nadopuniti
elementima d € {4k, 64k> — 48k3 + 8k}.

Vratimo se na problem veli¢ine Diofantovih m-torki u prstenu Z[i]. Koriste¢i Teorem Ja-

drijevié-Ziegler i princip rupa, Adzaga je u [2] pokazao da ne postoji Diofantova m-torka
za m > 43 u prstenu cijelih brojeva imaginarnog kvadratnog polja.
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Poglavlje 7

Diofantove m-torke sa svojstvom
D(n)

7.1 Definicija. Pregled rezultata

U prethodnim poglavljima bavili smo se Diofantovim m-torkama, tj. skupovima sa svojstvom
da umnozak svaka dva elementa uveéan za 1 (jedinicu iz prstena) daje puni kvadrat. Jedno od
mogucih poopéenja ovog pojma jest zamijeniti jedinicu s nekim drugim elementom prstena. O
takvim skupovima reé¢i ¢emo nesto u ovom dijelu.

Definicija 7.1.1. Neka je R komutativni prsten s jedinicom, m € N te n € R. Skup
{ai,...,am} € R sa svojstvom da je umnozak bilo koja dva elementa uveéan za n jednak
potpunom kvadratu nekog elementa iz R naziva se skup sa svojstvom D(n).

Skup sa svojstvom D(n) iz R\{0} naziva se Diofantova m-torka sa svojstvom D(n) u
prstenu R ili krace D(n)-m-torka.

Kao i do sada, i ovdje se postavlja pitanje koliko veliki ti skupovi mogu biti. Uocimo
najprije da je D(n)-par u nekom prstenu R uvijek moguée nadopuniti do D(n)-trojke. Zaista,
ako je {a,b} C R takav da je ab+n = r% onda je {a,b,a + b+ 2r} D(n)-trojka (uz uvjet da
a+b+2r ¢ {0,a,b}). Sto se tice postojanja D(n)-Cetvorke, ona ne mora postojati za svaki n.
No, krenimo redom i za pocetak pretpostavimo da je R = Z. Sljedeéu tvrdnju pokazali su 1985.
neovisno jedni o drugima Brown, Gupta i Singh, te Mohanty i Ramasamy (vidi [9, 45, [51]):

Teorem 7.1.2. Neka je n = 4k + 2 za cijeli broj k. Tada ne postoji D(n)-cetvorka u Z.

Nesto kasnije u [I3] Dujella pokazuje da je u Z moguée konstruirati D(n)-cetvorku ako
n # 4k + 2, osim u kona¢no mnogo slucajeva.

Teorem 7.1.3 (Dujella, 1993.). Ako cijeli brojn nije oblika 4k+2 in ¢ S = {—4,-3,-1,3,5,8,
12,20}, onda postoji D(n)-éetvorka u Z.

Dujella je dokaz prethodnog teorema bazirao na konstrukciji tzv. polinomijalnih formula za
D(n)-¢etvorke. Vrlo korisnom i prakti¢nom pokazala se formula, odnosno polinomijalni skup
sa svojstvom D(2m(2k 4+ 1) + 1):

{m,m(3k + 1)® + 2k, m(3k + 2)* + 2k + 2,9m(2k + 1)* + 8k + 4}. (7.1)
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Uz uvjet da je svaki od elemenata skupa ([7.1) razlicit od 0, dobit ¢emo D(2m(2k + 1) + 1)-
¢etvorku. Nultocke nekog od polinoma (elementa) skupa ([7.1)) upravo su izuzetci pobrojani u

teoremu (skup 5).
Teoremi i daju sljedeéu karakterizaciju cjelobrojnih D(n)-¢etvorki:

Teorem 7.1.4. Neka je n cijeli broj in ¢ S = {—4,-3,-1,3,5,8,12,20}. Tada postoji
D(n)-éetvorka u Z ako i samo ako n # 2 (mod 4).

Zanimljivo je uociti da se svaki cijeli broj n moze zapisati kao razlika kvadrata dva cijela
broja ako i samo ako je n # 2 (mod 4), pa se stoga karakterizacija iz teorema moze izredi
kao:

Teorem 7.1.5. Postoji D(n)-cetvorka u Z ako i samo ako je n razlika kvadrata dva cijela
broja, do na elemente skupa S.

Elemente skupa S nazivamo izuzetcima i nije poznato postoji li D(n)-cetvorkauZ zan € S.
Sluti se da ne postoji, a tome u prilog idu mnogi radovi koji se bave prominentnim sluc¢ajem
za n = —1, odnosno tzv. D(—1)-slucajem. O njemu ée biti rijeci u odjeljku

Slutnja 7.1.6. Ako je n € S, onda ne postoji D(n)-cetvorka u Z

Sto se tice gornje granice za veli¢inu skupova sa svojstvom D(n), za sada nije poznata
apsolutna gornja granica. Ipak, poznato je da su takvi skupovi konac¢ni. Uz oznaku

M, =sup{|D| : D C Z, D ima svojstvo D(n)}
Dujella je u [I7, 25] pokazao da vrijedi
M, <31, |n| <400,

M, < 15.476log|n|, |n| > 400.

U [6] je taj rezultat poboljsan. Preciznije, dokazano je kako je M,, < 2.6071 log|n| za dovoljno
velike |n|. Nadalje, Dujella i Luca [21] dokazali su kako vrijedi M, < 3 - 2!% za sve proste
brojeve p, te da za skoro sve n vrijedi M,, < loglog |n|.

Na kraju recimo jo$ ponesto o D(n)-Getvorkama u nekim drugim prstenima. Uoc¢imo da
formula implicira postojanje ¢etveroclanog skupa sa svojstvom D(n) u svakom prstenu.
Pokazano je da se u prstenima cijelih brojeva nekih kvadratnih polja te odredenog kubi¢nog
(Q(¥/2)) i kvarti¢nog polja (Q(v/2,/3)) moze pokazati analogna tvrdnja iz teorema (137,
38, 39, 40]). To bi upuéivalo na slutnju:

Slutnja 7.1.7. Neka je R komutativan prsten s jedinicom i n € R. D(n)-cetvorka postoji ako

i samo ako je n = u® —v? za neke u,v € R, do na konacéno mnogo mogucih izuzetaka.

Za sada nije poznato kako prethodnu slutnju ,napasti” opcenito jer su se dokazi u spe-
cificnim prstenima bazirali na karakterizaciji elemenata prstena koji se mogu reprezentirati kao
razlika kvadrata te polinomijalnim formulama (uglavnom ) U odjeljku opisat ¢emo
strategiju dokaza slutnje u specificnom prstenu Z[\/&], za neke d.
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7.2 D(—1)-m-torke

Kao $to smo naveli u prethodnom odjeljku, sluti se kako ne postoji D(—l)—éetvorkaﬂ Ovdje
¢emo dati kratki prikaz rezultata koji podupiru tu slutnju.

Prvi vazan korak u tom smjeru napravili su Dujella i Fuchs [20], koji su dokazali da ako je
{a,b,c,d} D(—1)-Cetvorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d, onda je a = 1. Ideja prosirenja trojke
do ¢etvorke sli¢na je kao i u slu¢aju D(1). Naime, neka je {a, b, c} D(—1)-trojka za koju vrijedi
a < b < cineka sur, sit prirodni brojevi tako da je

ab—1=7r2ac—1=s% bc—1=t%
Ako zelimo tu trojku prosiriti s elementom d, postoje cijeli brojevi x, y i z za koje vrijedi
ad—1=2*bd—1=19> cd—1= 2%

Eliminirajuéi d dobivamo sustav simultanih Diofantskih jednadzbi

az’ —cx® =c—a,

bz —cy? = c—b.

Analogno kao u slucaju D(1) moze se dokazati da ako su (z,x) i (z,y) nenegativna rjesenja
danog sustava, onda vrijedi

Z\/ZL-}- CC\/E = (Zoﬁ+ SUO\E)(S + \/@)2m7
Vb +yve = (z1va+ yiVo)(t + Vo)™,

za cijele brojeve m,n > 0. Ovdje su (2o, x0) i (21,y1) fundamentalna rjesenja danih jednadzbi
i za njih vrijedi

0 < |zo| < s,

0< 2y <eg,

0< ‘y1| <t

0<n<e.

Zmnagi, ovdje rjeSavamo konacan broj Diofantskih jednadzbi z = v, = wy,, gdje su binarno

rekurzivni nizovi (vy,) i (wy,) dani s

vo = 20, V1 = (2ac — 1)29 + 2scxg, Vmy2 = (4dac — 2) V41 — U,

wy = 21, wy = (2bc — 1)21 + 2tcyy, wpio = (4be — 2)wp41 — Wy

Iz kongruencija
vm = (—1)"2z0 (mod 2¢),

wp, = (—=1)"21  (mod 2¢),

koje se lako dokazu indukcijom, slijedi z9p = z; i m = n (mod 2). Sada smo spremni dokazati
kako u D(—1)-Cetvorki najmanji element mora biti 1.

!dokaz je nedavno najavljen u [8]
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Teorem 7.2.1. Neka je {a,b,c,d} D(—1)-éetvorka za koju vrijedi a < b < ¢ < d. Tada je
a=1.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji takva cetvorka gdje je a # 1. Tada postoji takva ¢etvorka
gdje d ima najmanju mogucéu vrijednost. Promotrimo takvu ¢etvorku. Iz maloprije napisanih
kongruencija, te zato Sto nas zanimaju samo rjesenja x, y i z koja ¢e dati prosirenje do ¢etvorke
s d € N, imamo

cd—1=22=22=2=-1 (mod c).

Zmadi, zg = 21 1

Tada postoji cijeli broj

i vrijedi

ado—lzxg, bdo—lzy%, cdo—lzzg,
odnosno skup {a,b,c,dp} ima svojstvo D(—1). No iz ocjena za zy i z; imamo dy < ¢ pa
iz. pretpostavke minimalnosti od d zakljuéujemo da {a,b,c,dp} nije ,prava” D(—1)-Getvorka,
§to je moguée samo ako imamo dva jednaka elementa, a to je u sluc¢aju kad njihov umnozak
umanjen za 1 mora biti kvadrat moguce samo kad je a = dg = 1. O

Sada nam ostaje da promotrimo prosirenje D(—1)-trojke {1, b, c}, gdje je b < ¢ do Cetvorke.
Ako bi postojala takva cetvorka {1,b,c,d} za koju vrijedi b < ¢ < d, ponovo mozemo pret-
postaviti da promatramo takvu ¢etvorku za koju je vrijednost od d minimalna. Iz dokaza
proslog teorema, gdje smo pokazali da je u tom sluc¢aju dy = 1, ako promatramo prosirenje
nase trojke do cetvorke s veéim elementom, imamo sljede¢u lemu koja nam daje vrijednosti za
fundamentalna rjesenja:

Lema 7.2.2. Neka su cijeli brojevi zg, xg, 21 © y1 definirani kao prije. Tada vrijedi
ZO:ZlZ\/C—il:S,UUo:O,m:ﬂ:\/bf:ir.

Sada ¢emo krenuti prema skici dokaza da postoji samo kona¢no mnogo D(—1)-Getvorki,
Sto je napravljeno u [19]. Dokaz je slican kao u D(1) slucaju, pa neéemo sve raspisivati, ali
napomenut ¢emo metode koje se koriste. Naime, i ovdje zelimo pokazati da z = v, = w, moze
imati rjeSenje samo za male indekse i to u ovom slucaju z = vg = wg = s, §to daje d = 1. Kako
u cetvorki ne dozvoljavamo iste elemente, a ni ne vrijedi ¢ < d, to nije rjeSenje koje nas za-
nima. Ali kada bismo dokazali da je to jedino rjesenje, slijedilo bi da ne postoji D(—1)-cetvorka.

Indukcijom se moze dokazati
U = (—1)™(20 — 2em?29 — 2csmag)  (mod 8c?),
wy, = (—1)"(21 — 2ben®z; — 2ctny;)  (mod 8¢?),
$to povlaci da ako je v, = wy, onda vrijedi
m2zy + smxg = bn’z1 + tny, (mod 4c¢),

odnosno
m?s = bsn? +rtn  (mod 4c).

To nam, zajedno s n < m < 2n, uz pretpostavku da postoji neka rupa izmedu b i ¢, daje donju
ogradu za n u ovisnosti o c. Tu se koriste metode kongruencija.
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Lema 7.2.3. Ako je vy, = wp, n # 0,1 i c > 116°, onda vrijedi n > cs.

Lema 7.2.4. Ako je vy, = wp, n # 0,1 4 b3 < ¢ < 1185, onda vrijedi n > cis.

Lema 7.2.5. Ako je vy, = wp, n # 0,1, b1 < c < b3 ic> 109, onda vrijedi n > 904,
Lema 7.2.6. Ako je v, = wp, n #0,1,2, 3b < ¢ < b1, onda vrijedi n > 0.25 - V-2

S ovim su lemama pokriveni svi sluc¢ajevi osim ¢ = a + b+ 2r, jer kao i u slucaju n = 1,
ovdje vrijedi slican rezultat: ili je ¢ = a + b+ 2r, ili je ¢ > 3b. Kako jeovdjea=1ib—1 = r?,
vidimo da je b oblika b = 72 + 1 za neki prirodan broj 7. U tom ¢emo sluc¢aju ¢ = 1 + b + 2r,
nasu trojku {1, b, ¢} zapisati parametarski

{1,k +1,(k+1)* 4+ 1}
i za nju vrijedi sljedeca lema:
Lema 7.2.7. Ako je v, = wp, n # 0,1, onda vrijedi 4n® > k.
Takoder spomenimo da se n < m < 2n dobije iz
(c—1)(4c —3)™ ! < vy < 4P (4e — 2)™ L,

(c —b)(4bc — 3)" 1 < w, < 4bc*(4bc — 2)" 71,

$to se dokaze indukcijom za m,n > 1. Nadalje, lako se pokaze da vrijedi
V1 # Wi, V2 F W, V4 F Wa.

Sada po sluc¢ajevima, u ovisnosti kolika je rupa izmedu elemenata b i ¢, mozemo dobiti
gornju ogradu za elemente u eventualnoj ¢etvorki.

Ako je ¢ > 1168, koristimo hipergeometrijsku metodu. Naime, ako definiramo brojeve

5\[ 1fb

0, = 1+ ,
0y — \f \/7
moze se dokazati sljedeca lema:
Lema 7.2.8.
bsx bz b—1
max 91 s 92 - — < .
ty ty y?
Dokaz. Imamo
9 bsx svb ’ b—1
1— —| = = s
ty t Y Y y?
b b2 bz |t
’ 'w be-t2. ‘\/F L
Yy

<9 c—b 1 <L bc—1 <b—1
ty? 2vbe 292 be(be — 1) y?
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Navedenu gornju ogradu mozemo kombinirati s donjom ogradom dobivenom hipergeome-
trijskom metodom (teoremi Rickerta i Benneta), ali za to nam treba uvjet ¢ > 116°, te dobivamo
sljede¢u propoziciju:

Propozicija 7.2.9. Neka je {1,b,c} D(—1)-trojka za koju vrijedi 1 < b < c. Ako je ¢ > 1115,
onda ne postoji D(—1)-éetvorka {1,b,c,d} za koju vrijedi d > c.

U preostalim sluc¢ajevima koristimo linearne forme u logaritmima (teoremi Matveeva). Na-
ime, standardnim metodama mozemo dokazati:

Lema 7.2.10. Ako vrijedi v, = wy, n # 0, onda je

+
0<2n log(t + \/%) —2m log(s + \/E) + log M < (3.96bc)_n+1,

2v/b

Kombinirajuéi to s donjom ogradom za linearnu formu u logaritmima te donjom ogradom
za m u ovisnosti o ¢, dobit ¢éemo gornju ogradu za n i c. Tada imamo gornju ogradu i za element

Teorem 7.2.11. Neka je {1,b,c,d} D(—1)-cetvorka za koju vrijedi 1 < b < ¢ < d. Tada vrijedi
d < 101,

Spomenimo na kraju ovog odjeljka da i tu postoji gornja ograda za broj D(—1)-¢etvorki.
Trenutno najbolja poznata [50] je da postoji najvise 3.713 - 10°® D(—1)-getvorki. Ta ograda
je naravno prevelika da bi se preostali slucajevi (u toj ogradi su sadrzane i ograde za veli¢inu
elemenata) provjerili ra¢unalnim programom. No u D(—1) sluc¢aju ipak je dokazano kako ne
postoji D(—1)-¢etvorka oblika {1,b,¢,d} gdje je c =14+ b+ 2r ([q]).

7.3 D(n)-Cetvorke u prstenima cijelih brojeva kvadratnog polja

Neka je d kvadratno slobodan prirodan broj, takav da je d = 3 (mod 4). U tom je slucaju
prsten cijelih brojeva kvadratnog polja Q(v/d) jednak

Z|Vd) = {a+bVd : a,be L}

Oznac¢imo s R skup svih elemenata iz Z[\/&] koji se mogu prikazati kao razlika kvadrata dva
elementa iz Z[\/d], tj.

Ro={neZWVd : n=d®>—b%a,be Z[Vd}.
Dokaz slutnje u prstenu Z[v/d] provest éemo u tri koraka:
(i) Karakterizacija svih elemenata iz Rp.
(ii) Nepostojanje D(n)-cetvorke za sve n € Z[Vd]\Rg.

(iii) Efektivna konstrukcija D(n)-¢etvorke pomoc¢u polinomijalnih formula za sve n € Rp.
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Korak (i): Pokazuje se da reprezentabilnost nekih cijelih brojeva kao razlike kvadrata ne
ovisi o d, no potpunu karakterizaciju skupa Rg mozemo dati samo za d koji zadovoljavaju neke
dodatne uvjete. Ti dodatni uvjeti vezuju se uz rjesivost nekih pelovskih jednadzbi. Sljedeéi
teorem u potpunosti opisuje skup R u Z[v/d] za neke d = 3 (mod 4).

Teorem 7.3.1. Neka je d = 3 (mod 4) te neka je jedna od jednadzbi x* — dy? = £2 rjesiva.
Tada se n € Z[\/d] moZe prikazati kao razlika kvadrata dvaju elementa iz Z[\/d] ako i samo
ako je n jednog od sljedecih oblika

2u+ 1+ 20Vd, 4u + 4vVd, 4u + (4v+2)\/&, du+ 2+ 4Vd, u,v e Z.
Skica dokaza. Lako se pokaze da n = u + (2v + 1)\/& ¢ Ro. Nadalje, vrijede relacije
2414 20Vd = (u+ 1+ vVd)? — (u+vVd)>?,
du+4vVd = (u+1+0vVd)? - (u—1+ovVd)%

Jos nam preostaje ispitati jesu li brojevi oblika
du+ (w+2Vd, (du+2)+4vd, (du+2)+ (dv+2)Vd

elementi skupa Rg ili nisu. Pokazuje se da pretpostavka (4u + 2) + (4v + 2)v/d € Rg povlaci
d=11ili 2 (mod 4). Stoga, (4u +2) + (4v +2)Vd & Rp.

Pretpostavimo da je 4u + (4v + 2)v/d € R za sve u,v € Z. Stoga iz
du+ (4v + 2)Vd = (z1 + 11 Vd)? — (29 + y2Vd)?, (7.2)
gdje su x1,x2,y1,y2 € Z, zbog d = 3 (mod 4) slijedi
z1 =y (mod 2), x9 =y2 (mod 2), 1 Zx2 (mod 2).

Neka su a, 8 € Z takvi da je x1 = 29 + a i y1 = y2 + 8. OCcito su «, B neparni. UvrStavanjem
u ([7.2)) dobivamo
ax9g + dﬁyQ = 2u— 7042-‘5d62 s

7.3
Bro+ays = 2v+1—af. (73)

Jednakosti u ([7.3) mozemo shvatiti kao sustav linearnih jednadzbi u nepoznanicama xy i ys.
Taj sustav mora imati cjelobrojno rjeSenje za sve u,v € Z. Za v = v = 0 i pripadne ag, B

rjeSenje sustava (|7.3|) glasi:

2 2 2 2
ra = (05 a0+ o) /(03— ). e = (050 + ) (e - ).
Otuda vidimo da o2 — dB2 | 2dBy i a2 — dB2 | 2c. Zbog neparnosti brojeva g i By moze se
pokazati da Pellova jednadzbe 22 — dy? = 1 ima rjesSenja u parnom z i neparnom y. Neka su
sada u,v € Z takvi da je (2u)? — d(2v + 1)? = 1. Za pripadne «, 8 € Z pokazuje se da vrijedi
a? —dp? = +2.

Obratno, ako su a, 8 € Z takvi da vrijedi o? — dB? = £2, onda sustav ima rjeSenje
(w2,72) € Z2. Sada se lako provijeri da vrijedi za t1 +y1Vd = 29+ a+ (y2 + 8)Vd. Ovime
smo dokazali tvrdnju da se cijeli brojevi oblika 4u + (4v + 2)v/d mogu prikazati kao razlika
kvadrata dva broja iz Z[\/E] ako i samo ako jedna od jednadzbi x> — dy®> = +2 ima rjesenja.

Pokazuje se da potpuno analogna tvrdnja vrijedi i za cijele brojeve oblika 4u+2-+4vvd. O
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Detalji prethodnog dokaza kao i karakterizacije razlika kvadrata za neke druge oblike broja
d mogu se na¢i u [28]. Napomenimo jos da je za d # 2 rjeSiva najvise jedna od jednadzbi
22 —dy? =2, 2% — dy? = 2.

Korak (ii): Prema teoremu je
ZIVA\Rao = {u+ (20 + 1)Vd, 4u+ 2 + (4v + 2)Vd : u,v € Z}.

Mogu se pokazati i neSto opcéenitije tvrdnje:

Teorem 7.3.2. Neka sud,u,v € Z, |d| nije potpuni kvadrat. Tada ne postoji D(u+(2v+1)V/d)-
cetvorka u Z[\/d]. Ako je d =3 (mod 4), onda ne postoji D(4u + 2 + (4v + 2)V/d)-cetvorka u

Z[\Vd].

Iskazani teorem dokazuje se metodom kontradikcije. Pretpostavka o postojanju D(n)-
Getvorke za n € Rp implicira nekonzistentne sustave kongruencija modulo 4.

Korak (iii): Za efektivnu konstrukciju D(n)-¢etvorki koriste se sljedeée leme koje vrijede
u proizvoljnom komutativnom prstenu s jedinicom R:

Lema 7.3.3 (Dujella, 1996.). Neka su u,k € R. Skup
{p, (35 + )20 + 2k, (36 + 2)% 1 + 25 + 2,92k + 1)1 + 8k + 4} (7.4)
ima svojstvo D(2u(2k + 1) +1).

Podsje¢amo da pojam skup ima svojstvo D(n) znaci da su svi umnosci elemenata tog skupa
uvecani za n jednaki potpunom kvadratu u prstenu, ali nije isklju¢eno da su neka dva elementa
jednaka ili da je neki od elemenata jednak nuli. Stoga su skupovi sa svojstvom D(n) dobri
kandidati za D(n)-Getvorke. U [I4] moze se pronaéi jos primjera takvih skupova, a opisana je
i tehnika pomocu kojih su oni izvedeni.

Lema 7.3.4. Ako je{ni,na,n3,ng} C R skup sa svojstvom D(n), onda je {nijw, now,ngw, ngw}
skup sa svojstvom D(nw?) za svaki w € R.

Tvrdnja prethodne leme slijedi direktno iz definicije skupa sa svojstvom D(n).

Sada pokusavamo pronaéi efektivne vrijednosti za p, &, w € Z[v/d] iz gornjih lema takve da
se odredena klasa brojeva iz R moze prikazati u obliku oblika (2u(2x + 1) + 1)w?. Cesto se u
fiksira i vrlo je pozeljno da je male norme (npr. 1 ili 2). Pokazat ¢emo najjednostavniji slucaj:

Propozicija 7.3.5. Neka je d € N kvadratno slobodan, d = 3 (mod 4) te neka je jedna od
jednadzbi 2% — dy? = £2 rjesiva. Postoji beskonacno mnogo D(4u+ 3+ 4vv/d)-cetvorki u Z[\/d)

Skica dokaza. Za pn =11 k = u+vv/d formula (7.4) predstavlja skup sa svojstvom D(4u + 3 +
4v/d), odnosno
{1,9x% + 8k + 1,952 + 14k + 6, 36K 4 445 + 13} (7.5)

je D(4u + 3 + 4vv/d)-cetvorka za sve u,v € Z i du + 3 + 4vvd & {3,7,—1,11,15}.

Stovise, mozemo pokazati da postoji beskonacno D(4u + 3 4 4vv/d)-Cetvorki u Z[V/d] te
da izuzetaka nema. Uocimo da iz pretpostavke da jedna od jednadzbi 22 — dy? = 42 rjesiva
slijedi da Pellova jednadzba z? — dy? = 1 rjesiva u parnom z i neparnom y. Zaista, ako za neke
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r1,y1 € Z vrijedi 23 — dy? = 2 (ili 2% — dy? = —2), onda je (22 — 1,21y1) (ili (22 + 1,2191))
rjeSenje pripadne Pellove jednadzbe s odgovaraju¢im parnostima jer su x1,y; neparni. Neka
je w = s + tV/d rjesenje jednadzbe x? — dy? = 1 u parnom s i neparnom ¢. Uo¢imo da broj
4u + 3 4 4vV/d ne mijenja svoj oblik ako ga se pomnozi sa (s + tv/d)*. Sada pretpostavimo
da skupovi {c1, ca,c3, ¢4} 1 {d1,d2,ds,ds} predstavljaju D(4u + 3 + 4v\/ﬁ)—éetv0rku i D((4u +
34+ 40\/3)w)—éetvorku, redom, te da su oba skupa dobivena formulom . Prema lemi
skup {dy (s —tvd)?, da(s—t\/d)?, d3(s—t\/d)?, ds(s—t/d)?} je nova D(4m+3-+4nv/d)-cetvorka
(razlicita od {c1,c2,c3,c4}). Buduéi da smo w izabrali kao rjesenje Pellove jednadzbe, takvih
Cetvorki je beskona¢no mnogo. Koristeéi analognu argumentaciju mozemo dokazati postojanje
D(n)-cetvorke za n € {3,7,—1,11,15}. O

Kako se postupalo u ostalim slu¢ajevima koraka (iii) moze se pronaéi u [37]. Stoga je za
ovaj prsten provjerena slutnja

Teorem 7.3.6. Neka je d € N kvadratno slobodan, d =3 (mod 4) te neka je jedna od jednadzbi
2 —dy? = £2 rjesiva. Za svakin € Z[\/&] koji se moZe prikazati kao razlika kvadrata elemenata
iz Z[V/d] postoji beskonacno mnogo D(n)-cetvorki u Z[+/d). I obratno, ako postoji D(n)-éetvorka
u Z[\/d], onda je n prikaziv kao razlika kvadrata elemenata iz Z[/d).

Uvjete prethodnog teorema zadovoljava beskona¢no mnogo d € N. Primjerice jednadzbe
22 — (42 + 4t — 1)y? =21 2% — (42 + 4t + 3)y? = —2 imaju rjeSenja za svaki t € N.

Na kraju, opazamo da u prstenu Z[\/cj], uz uvjete teorema ne postoji tzv. skup
izuzetaka koji na primjer postoji u prstenima Z i Z[i]. Kao $to smo mogli mogli vidjeti iz skice
dokaza propozicije |[7.3.9] razlog nepostojanju izuzetaka jest u direktnoj vezi s brojem jedinica
u konkretnom prstenu. Ako je grupa jedinica u prstenu beskonaénog reda, onda oéekujemo da
izuzetaka nece biti. S druge strane, ako je taj red konac¢an (kao npr. u prstenima imaginarnih
kvadratnih polja), onda se pojavljuju izuzetci koje tesko mozemo rijesiti standarnim metodama.
Najpoznatiji primjer toga jest slutnja o nepostojanju D(—1)-¢etvorke u Z o kojem je bilo rijeci
u prethodnom odjeljku.
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